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THEORIE GENERALE 



DES 



SYSTÈMES D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 



LINÉAIRES ET HOMOGENES, 



INTRODUCTION. 



L'étude de l'équation difTérenlielle linéaire et homogène d'ordre n 

doy d''-*y dv 

a précédé celle des systèmes de la forme 

Mais, dans les lignes générales, les deux études sont parallèles, et même Téqua- 
tion d'ordre /i doit être rattachée à un cas particulier du système (A). 

Nous entreprenons ici l'exposition des théories générales concernant le sys- 
tème (A), du moins de celles que l'on peut considérer aujourd'hui comme défini- 
tives. Nous avons mis en relief la théorie des diviseurs élémentaires; elle est, en 
quelque sorte, l'instrument qui nous sert dans presque toutes les questions pour 
tirer du calcul, d'une manière à la fois simple et complète, tout ce qu'il peut 
donner dans les théories qui nous occupent. 

Voici l'ordre que nous avons suivi : 

Chapitre I. — On démontre d'abord que, si les coefficients a du système 
(B) x-^ =auyi-h.,.-hai„j^n (« = i, 2, . . ., /?) 

sont holomorphes dans le domaine de l'origine, on peut intégrer ce système par 

s. I 
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les séries. J'ai démontré la convergence de ces séries dans les Annales de l'École 
Normale, en 1886. 

Chaque groupe de séries yi , . . . , >^/i qui satisfait au système (B), et plus parti- 
culièrement au système (A), est appelé une solution du système. 

Toute la théorie de M. Fuchs (J. de Crelle, t. 66, et J. Tannery, Thèse) sur 
Tëquation générale de la forme (1) est applicable aux systèmes (A) ou (B). Nous 
voyons d^abord la définition des éléments d'une solution au delà du cercle de 
convergence des séries, puis la distinction des systèmes de solutions en fonda- 
mentaux et non fondamentaux. Soient j^u, . . ., yni (/= i, 2, . . ., /i) n solu- 
tions, le déterminant 

D = \yji\ («,y = 1,2, ... n) 

est différent de zéro ou nul identiquement, suivant que le système de solu- 
tions est fondamental ou non. La démonstration que Ton donne de ce théorème 
s'applique aux solutions définies avec la signification la plus générale. 

En suivant pas à pas la théorie de M. Fuchs, on démontre la proposition de 
Liouville 

et, comme corollaire, on prouve l'existence des systèmes fondamentaux ; on 
montre la transformation d'un système fondamental dans un autre; on donne 
l'expression de la solution générale du système (A) au moyen des éléments d'un 
système fondamental. 

On voit ensuite comment la connaissance d'une solution permet de réduire le 
nombre des équations (A) d'une unité. Les conséquences intéressantes de ce 
calcul sont mises en lumière. Nous avons ajouté, ce qui nous paraît nouveau*, la 
comparaison des deux méthodes de simplification de l'équation (i), lorsque l'on 
traite directement cette équation comme l'a fait M. Fuchs, ou lorsqu'on la con- 
sidère comme procédant d'un cas particulier du système (A). 

En résumé, le premier Chapitre contient les principes essentiels de la théorie 
des systèmes (A), et, comme cas particulier, ceux de la théorie de l'équation (1). 

Chapitre IL — En i858, M. Weierstrass publia un premier Mémoire sur les 
formes quadratiques. Dix ans après, le même illustre géomètre publia, en appa- 
rence, la suite de la théorie commencée, mais, en réalité, jeta les fondements d'une 
théorie nouvelle d'une portée plus générale que celle des formes quadratiques. 
Le Chapitre II est entièrement consacré à l'exposition des idées de M. Weier- 
strass, sous le titre de Théorie des diviseurs élémentaires. 

Mais la théorie de ces diviseurs n'est pas établie sans difficulté dans le Mémoire 
de 1868. D'un autre côté, MM. Darboux et Jordan reprenaient en France l'étude 
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des formes quadratiques et bilinéaires (Journalde Mathématiques pures, 1874)' 
Nous avons pris la méthode parfaite de M. Darboux, et nous Tavons appliquée 
aux formes bilinéaires dans deux Mémoires successifs (*). 

Le Chapitre II renferme seulement les principes nécessaires et suffisants pour 
Tétude des équations (Â). 

Des tentatives d^application de la théorie des diviseurs élémentaires aux sys- 
tèmes différentiels ont été faites par divers auteurs. Nous croyons qu'aucun n^a 
fait une application aussi générale et aussi systématique que celle que nous 
présentons dans les Chapitres suivants. 

Soit 



/?Arti-+-yBrti ... p^nn-^ Ç^m 



= [P,Q1 



un déterminant du degré n en p et q. Soit /cj Texposant d'un diviseur linéaire 
ap -\- bq dans les mineurs d'ordre xa de [P^Q], ces mineurs étant considérés 
comme des polynômes en p et q^ V expression 

(ap -^- bçY^-^^^t 

est un diviseur élémentaire du déterminant [P, Q]. 

Le théorème général auquel nous parvenons est le suivant : 

Pour qu'une même substitution double de la/orme 

rantène à la fois les formes 

P =^\yx-^' -y-^nyn, 

Q = I,aijxiyj 
aux deux formes 

il faut et il suffit que les déterminants des deux formes 

Q — (oP, Q'— cuP' 

aient mêmes diviseurs élémentaires en w. 

En outre, et cette remarque est des plus importantes, il existe une forme 

(•) Annales de l'École Normale supérieure, 1891 et 1893. 
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canonique des expressions V et Ç^ pour lesquelles le déterminant Q' — coP a 
une forme des plus simples. Nous utilisons cette forme dans nos théories sur 
les équations (A). 

Chapitre III. — On trouve dans ce Chapitre l'extension aux systèmes (A) de 
la théorie des points singuliers de Téquation (i) donnée par M. Fuchs en 1866, 
et qui procède d'ailleurs, comme idée première, des théories de Puiseux sur les 
fonctions algébriques. Nous avons démontré, au moyen de la théorie des divi- 
seurs élémentaires, l'existence d*un système fondamental de solutions particu- 
lières jouissant de propriétés spéciales. Nous avons aussi donné le procédé pra- 
tique de M. Fuchs pour rechercher ces solutions si importantes. 

Le titre du Chapitre III est Des points singuliers. C'est, en effet, dans ce 
Chapitre que le caractère de ces points est complètement déterminé par le mode 
d'existence des solutions dans leurs domaines, et par le rôle que jouent ces 
points dans la reconstruction des équations différentielles (A). 

Nous avons repris, sous la forme d'un système (A), la belle théorie de M. Tan- 
nery sur les équations (i) dont les intégrales sont les racines d'une même équa- 
tion algébrique. Nous avons achevé complètement la question. 

Chapitre IV. — Comme conséquence de la théorie précédente, la forme des 
éléments des solutions d'un système (A) peut être déterminée d'une manière gé- 
nérale pour le domaine d'un point ordinaire, ou singulier quelconque. 

Mais on insiste d'une manière particulière sur les systèmes dits réguliers ou 
canoniques de la forme (B), dont on s'est occupé dès le premier Chapitre. 

Les éléments de toutes leurs solutions sont composés linéairement avec des 
expressions de la forme 

a7'*( Ao -+- Al loga? -i- . . . -h Ajfc log*a?), 

qui sont infinies d^ ordre fini pour x = o, et qu'on appelle des expressions 
régulières, après M. Thomé (/. de Crelle, t. 74 et suivants). 

Le calcul complet de ^intégration des systèmes canoniques a été donné 
par M. Horn [Mathematische Annalen, XXXlXBd). Nous exposons cette belle 
théorie qui repose encore sur la théorie des diviseurs élémentaires. 

Le germe du principe employé par M. Horn est déjà dans les travaux de 
M. Frobenius (/. de Crelle, t. 74 et suivants). On le trouve presque complète- 
ment développé dans un remarquable travail de M. Grùnfeld {K, Ak. Wien, 
1888). 

Ne manquons pas de faire observer que tout le Chapitre IV établit la différence 
essentielle entre le cas particulier du système (A) qui conduit à Téquation (i) et 
le cas général. 
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Chapitre V. — Nous espérons avoir résolu l'importante question suivante : 
Quels sont tous les systèmes réguliers? Nous avons montré que tous ces sys- 
tèmes peuvent se ramener par des substitutions simples à des systèmes cano- 
niques. 

Chapitre VI. — Les théories exposées dans ce Chapitre et relatives aux sys- 
tèmes à coefficients simplement ou doublement périodiques ont été d'abord 
développées par M. Floquet pour le cas d'une équation de la forme (i) {Annales 
de C École Normale, i883 et 1884). Nous étendons facilement les théorèmes de 
M. Floquet au système (A), en nous servant toujours de la féconde théorie 
des diviseurs élémentaires. 

Nous avons ajouté à la théorie générale quelques belles pages de M. Picard 
{J. de C relie, Bd. 90) sur un système à coefficients doublement périodiques. 

Chapitre VII. — Nous avons mis ici à contribution M. Léo Kœnigsberger 
{Lelirbuch der Théorie der Differentialgleichungen, Leipzig, G. Teubner, 
1889). Ayant à étudier les systèmes homogènes, mais réductibles aux systèmes 
linéaires, nous avons surtout développé la réduction des équations différentielles 
algébriques à des équations du premier ordre. 

Enfin, dans ce même Chapitre, nous montrons que la théorie générale de 
M. Fuchs, si belle qu'elle soit, n'empêche pas le développement, mais au con- 
traire vient à l'aide de théories parallèles, plus utiles à divers points de vue par- 
ticuliers. Ainsi, nous donnons la magnifique théorie de M. Darboux sur l'inté- 
gration des systèmes (A) par les intégrales des systèmes {Comptes rendus, 1880). 
Cette question nous a amené à dire quelques mots de la Théorie, si connue au- 
jourd'hui, de M. Appell sur les fonctions invariantes et les invariants des sys- 
tèmes (A). 

Il ne nous a pas paru enfin inutile d'ajouter quelques n($tes élémentaires sur 
la théorie des déterminants. 

Observations, — Les théories générales étudiées dans les divers Chapitres 
servent en quelque sorte d'introduction à la grande question des systèmes (A) à 
solutions algébriques. On sait déjà que le nombre des points singuliers est li- 
mité, que, pour chaque domaine, les éléments des solutions doivent être régu- 
liers et sans logarithmes. On pourra se rendre compte facilement du degré d'a- 
vancement de cette question en relisant les remarquables Mémoires de M. Goursat 
sur la Théorie des équations différentielles linéaires. 
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CHAPITRE I. 

PRINCIPES GÉNÉRAUX 



1 . Le système d^équations 
(A) ] 

est dit un système adéquations différentielles linéaires et homogènes à une 
variable indépendante xetàn inconnues yK^y^t • • .^ yn lorsque les coefBcîenls 
^1 1 ) ^1/17 • • •) CLfin sont des fonctions analytiques de la variable x. Nous étudierons 
d^abord les systèmes de celte forme auxquels on peut ramener les systèmes de 
forme plus générale, comme on le verra par la suite (Chapitre VII). 
Nous représenterons aussi un système de la forme (A) par la notation 

(A') -^ = a/1 ri ^- •■•-♦-«/« r» (« = i,2, 3,..., /i), 

OU par la notation 

(A') ~^ —Zà ^^jyj (e, 7 = 1,2, ...,'i)- 

/ 

2. Supposons que les coefficients a aient une définition analytique dans une ré- 
gion du plan à contour simple, que nous appellerons T, et qui peut aller à Tinfini. 

Nous supposerons que ces coefficients soient uniformes dans la région (ou que 
Ton ait ramené l'étude de ces coefficients à celle de fonctions uniformes). Nous 
admettrons, en outre, que ces coefficients soient continus en tous les points de la 
région T, sauf en certains points. Ces points particuliers,' isolés les uns des 
autres et généralement en nombre fini, seront appelés les points singuliers des 
fonctions a. 

La variable x ayant d'abord une valeur jco dite initiale et représentée par un 
point dans le plan des x, on suppose que cette variable décrive un chemin quel- 
conque allant du point x^ à un autre point quelconque de la région T. Dans ces 
conditions, il s'agit d'abord de déterminer si, au moyen des équations (A)^ on peut 
définir n fonctions analytiques yt, y^^ •") yn ayant chacune une valeur bien 
déterminée pour chaque point du chemin décrit par la variable ^. C'est le premier 
problème que nous aurons à traiter. 
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Pour répondre à cette question, nous allons montrer qu'on peut gêné raie me nC 
intégrer le système (A) par les séries. 

3. Pour éviter plus loin (Chapitre IV) des répétitions, considérons de suite le 
système 

et supposons que les fonctions a/i, ..., ain soient holomorphes dans un certain 
domaine du point x=.a. Pour simpliGer l'écriture nous poserons j: = a-f-^', 
de sorte que les fonctions a/i, . . ., a/n seront holomorphes dans un certain domaine 
de l'origine j:'= o. 

Nous écrirons simplement les équations précédentes sous la forme (B) de l'in- 
Iroduction^ c'est-à-dire sous la forme 

(2) x-^ =aiiyx-h.,.'hainyn («= i, 2, . . ., n). 

Les fonctions a/y seront développables en séries uniformément convergentes 
dans le domaine considéré et de la forme 

(3) aij= a^j-\- xaij-hx*aJj-\-. , , . 

L'origine sera un point ordinaire ou un point singulier suivant que tous les 
coefficients constants a^j seront nuls ou non. 

Nous allons montrer qu'on peut satisfaire au système (2) au moyen de n fonc- 
tions qu'on peut mettre sous la forme 

(4) yt= ^''(fi -t-iP<p}-^.. .-t-a?*«pf H-.. .) = a7''«pi', 

les séries <p< entre parenthèses étant uniformément convergentes dans un certain 
domaine de l'origine. 

Nous introduirons les valeurs (4) des y dans les équations (2), en tenant compte 
des équations, (3) et nous égalerons dans les deux membres les coefficients des 
mêmes puissances de x. Nous remarquerons d'abord que l'équation 

y = rp**© 

entraîne la suivante 



'g"'('â-4 



Ensuite nous observerons que les équations (2) deviennent après division par x'' 
(5) o?-^ = a,i<p,4-. . .4- (a«— r) <p/-^. . .H- a/««p„ (t = i, 2, 3, . . . , n). 
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L'idenlificalion fournira d'abord les équations 



(6) 



(a?,-r)<pî 



«?i?î 



«îi?S 



(a«,-r)<p5-h... 






aXi?ï 



«S,»S 



(aî»-^)?S = 



o, 
o, 

O. 



Celles-ci entraînent la condition 



(7) 



F(r) = 



aî,-r aj, 



lA 



a 



SI 



îi 



a 



tn 



a 



n\ 



a 



AS 



<n—r 



= o. 



Nous voyons d'abord que le nombre r ne pourra être que Tune des racines de 

Téquation algébrique de degré n 

F(r) = o. 

Si tous les coefficients a",- sont nuls on prendra r = o et de plus dans les équa- 
tions (6) les inconnues çj, <pj, ..., ©JJ pourront prendre des valeurs arbitraires. 

Soient r<, Ta, ..., T/, les racines de l'équation F(r) = o rangées de manière 
qu'aucune des quantités r^ — r^ — i , . . ., r^ — r^ — i ne soit nulle ou égale à un 
nombre entier positif. Cette condition sera remplie si les parties réelles ne vont 
pas en croissant quand on passe de la racine t\ à l'une quelconque des autres. La 
quantité r^ H-Ar, quelle que soit la valeur du nombre A: entier et positif, n'annulera 
jamais F(r). 

Nous prendrons r =z r^ et nous écrirons seulement /• au lieu de r< . 

L'identification conduit maintenant à une infinité de systèmes successifs d'équa- 
tions de la forme 



*?î= 



a 



(8) 






a 






(«?,-'•)?* 

«;<?/*- 



«?»?* 



in 



?« 



k-\ 



(t = 1,2, 3, .. ., /l). 



< ?î 



* «0 

<s 



07.<?5 



«/i?? 



<?î 



Ce système d'équations est du premier degré par rapport aux coefficients 9J, 
Ta> • • •? ?« ^'' permet de les déterminer en fonction des coefficients ^ dont l'indice 
supérieur est moindre. En efiet, le déterminant des coefficients des inconnues est 



«îi-r 



^k 



«î 



**ss 



«îs 
— r 



a 



l/s 



— yt 



a 



s» 



• • » 



ni 



a 



AS 



aSn— r — A: 



'AA 



= F(r-4-A:). 
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Ce déterminant ne pouvant être annulé par aucune valeur du nombre entier et 
positif A:, on pourra déterminer de proche en proche les coefficients des séries cp. 

Dans le cas où tous les coefficients a% sont nuls et où, par suite, r est nul, les 
quantités cp^, çj, . . m ??i resteront arbitraires, et tous les coefficients ç* s'exprime- 
ront finalement en fonctions linéaires et homogènes des n arbitraires çj, <pj, ..., o^. 
En conséquence les valeurs de y<, ^21 • • •> ^« se présenteront sous la forme 

et comme on pourra former n groupes de valeurs 

■ 

TÎy» ?Sy» ••' "^aj (7=1, a, ...,/î), 

dont le déterminant soit différent de zéro, on en conclut qu'on pourra former 
n groupes de valeurs correspondantes 

et entre les n^ éléments yij, on ne pourra pas établir de relations simultanées et 
identiques de la forme 

ou de la forme 

à coefficients C|, Ca, • • •> ^n constants. 

A. Démontrons que les séries <p obtenues dans le numéro précédent sont uni- 
formément convergentes dans un certain domaine de Torigine. 

Appelons p le rayon d'un cercle ayant pour centre l'origine et dans lequel les 
séries a/y soient toutes convergentes, même aux points situés sur la circonférence. 
On pourra prendre ce nombre p assez petit pour que le module |«?;)p'* d'un 
terme quelconque a|^^l*des séries a soit aussi petit que l'on voudra, pourvu qu'on 
laisse de côté les premiers termes a^j pour lesquels on a |jl = o. 

Posons , 

de sorte que les équations (8) s'écriront 

a?^(pfH-...H-(aJ,.— ./• — A:)cpf-f-...-ra?,,oJ;= G/ (t = i, 2, . . ., n). 

Tirons de ces équations la valeur de l'une quelconque des inconnues (p^, nous 

aurons 

F(r-+-A:)çf=AiGi-+-...H-A„G„, 

S. 2 
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A|, Aa, .. ., Ayi représentant, au signe près, des déterminants mineurs du premier 
ordre du déterminant F(r -h k). 
On peut écrire cette équation 

F(r-u A')o*p*= AtG,p*-h. . .-h A«G«p*. 
Or nous aurons 

-G,p*= a/Jp.ç^»p*-l-^...-^a;„p.<p^»p*-» 
-f- a?jP«.cpf-« p*-«-+-. . .-^ a?^p«.7J-» p*-« 



«/"«?*•?? -^•••-^<P*-??r 



Un terme quelconque de cette somme est de la forme 

a»^.plA.cp*-i*p*-|A, 

et |JL est au moins égal à i. 

Appelons aJ^ et ^y""*^ les modules de ajy et de Çy"'*?*"^- Le module de G,p* 
sera inférieur à la somme 

( « = 1,2, 3, . . ., /i, 

^^^%¥j~^ où < y = 1,2, 3, ...,/i, 

( (X = 1, 2, 3, . .., A:. 

Mais pour une valeur donnée de p et pour (jl > o, les modules aj^ ont une valeur 
maximum a. De plus, pour les valeurs de [jl de i à A:, Tune des quantités i^^'V- est 
plus grande que les autres. Désignons-la par ^. Le nombre des termes de la somme 
étant /lA*, le module de la somme G/o* sera inférieur à /iA"a'ji. 

Appelons maintenant 0|, o^, . . ., o,{ les modules des déterminants A|, A^. . . ., A/^, 

le module de la somme 

AiG,p*-h...-+-A«G«p^* 

sera inférieur à 

Soit aussi 3 le module de F(r-h k) on aura .pour le module A^ de <p^p* 



, ^ ,/Aro, X:a, _^^S,A 



Mais — ^— est le module de la fraction =-; ^-r-? et le deerré en k du numérateur 

est au plus égal au degré du dénominateur. On peut donc prendre k assez grand 
pour que, à partir de cette valeur de A' et pour toutes les valeurs de k plus grandes, 
le module de la fraction diffère de sa limite // d^une quantité e/ aussi petite qu^on 
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voudra, et que ce module s'approche constamment de sa limite quand k augmente 
indéfiniment. 

On aura alors pour cette valeur de k 

'^k< na^{lx-\- /j -+-... -4- /rt-4-Êi-hej-h.. .-h £«). 

Soit L la plus grande valeur de la parenthèse obtenue en prenant tous les e 
positifs; on aura 

Cela posé, on peut prendre p assez petit pour que /laL soit un nombre plus 
petit que l'unité. En effet, on peut prendre p assez petit pour que a soit rendu 
aussi petit que Ton voudra. On aura donc, pour cette valeur de p, et pour toute 
valeur plus petite, 

p étant un nombre plus grand que Tunité. 

Si ensuite On remplace k par A: -f- 1 , A: -H 2, . . ., on ne pourra pas augmenter la 

valeur de L et, par suite, celle de /laL ou de --• On aura donc 

^k-^k'< - (A:'= 1,2, .. .; 30). 

Il résulte de là que les modules des termes des séries <p seront, à partir d'un 
certain rang, moindres qu'un nombre déterminé pour toute valeur de x dont le 
module sera au plus égal à p. Les séries <p seront donc uniformément convergentes 
à l'intérieur du cercle de rayon p ayant son centre à l'origine. 

D. Nous ne retiendrons pour le moment que la conclusion suivante du théorème 
que nous venons de démontrer. 

Si les coefficients aij du système d'équations diflérentielles linéaires et homo- 
gènes 

(A) 'd^ ^^^'^^'^^ (i,y = 1,2, ...,n) 

sont des fonctions holomorphes dans un domaine du point x =^ a (c'est-à-dire 
dans un cercle d'un rayon suffisamment petit ayant son centre au point x = a), 
la variation continue du point x = a à un point quelconque x situé dans ce 
domaine à une distance suffisamment petite S du point a: = a détermine n fonc- 
tions j'i, ^2, ..,^yn holomorphes dans ce domaine 3, et pouvant prendre au 
point x= a des valeurs cp", ©J, . . ., y" complètement arbitraires. 
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Ces n fonctions /<, ^2? • • j Yn forment ce que nous appellerons une solution 
du système (A). 

6. La définition d'une solution peut être étendue au delà du domaine considéré. 
En effet, dans le domaine 8 du point a: = a, faisons varier x depuis x=^a 

jusqu'à un point x = b situé dans ce domaine. Les n fonctions y^^ ^2> " "t yn 
ayant d'abord les valeurs <p", cpj, . . ., çj arriveront au point b à des valeurs géné- 
ralement différentes (çpj/, ..., (cp^J'. Déterminons un domaine du points = £, au 
moyen d'un cercle d'un certain rayon ayant son centre en ce point, et de telle 
manière que les théorèmes précédents soient applicables de nouveau; on fera 
passer x du point x = b ^u point x = c situé dans le second domaine, mais non 
nécessairement dans le premier. En ce point c on répétera ce que l'on a fait pour 
le point ft, etc., et, par suile : 

Si les fonctions Uij sont uniformes dans une partie du plan limitée par un 
contour simple, ou même dans tout le plan^ et continues en tous les points de 
cette région sauf en des points isolés, la variation continue deXy d^un point 
X =.a à un point quelconque de la même région, sur un chemin quelconque 
situé dans la région et ne passant par aucun point singulier, déterminera 
n fonctions y {^ y 2', > ' '^yn uniformes dans toute région du plan qui ne con- 
tient aucun point singulier et continues en tous les points du chemin. Ces 
fonctions satisferont au système d'équations (A) et pourront prendre au 
point x-=-a des valeurs cp®, . . . , cp^^ arbitrairement choisies* 

C'est à l'ensemble de n fonctions ainsi définies pour la région T que nous don- 
nerons dorénavant le nom de solution, 

7. On appelle système de solutions l'ensemble de n solutions définies pour les 
mêmes variations de x. Les solutions d'un système ne diffèrent donc que par les 
valeurs initiales de leurs éléments. 



Soit D le déterminant 



Jii Jsi ... rm 

ri 2 ytt ..• y m 



ou I ru I 



J'm y m • • • y nu 

des éléments d'un système de solutions représentées par les n groupes de fonc- 
tions 

y\Jy .-., ynj (y =1; 2, ...,n). 

Nous dirons que le système esl fondamental si le déterminant D n'est pas iden- 
tiquement nul. 
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Les systèmes fondamentaux étant d'une importance capitale dans nos théories, 
nous démontrerons d'abord qu'il existe des systèmes fondamentaux de solutions. 
Nous savons déjà qu'il en existe, quand on se borne à un domaine suffisamment 
petit du point x z=: a dans lequel les coefficients atj sont holomorphes (§ 3). 



8. Démontrons d'abord le théorème suivant : 

Le déterminant D d'un système de solutions quelconques satisfait à la 
relation 



On a 



Or 



^flogD = — -z~dx. 
D dx 



dx 



f=n 



-2 



1 = 1 



ril 



dyi\ 
dx 



y m 



dyin 
^'" '" ~d^ ■" •^'"* 



Mais on a en général 



On a donc 



dyi 
dx 



= «/l^'1-H...-Ha/nJ'n- 



y\\ ••• 



« • • • • 



dyi\ 
dx 



• • • yn\ 



y\n 



• •«■ ••• ••• 



On a, par suite, 



d'où 



c'est-à-dire enfin 



rii 



anyw-^- "-^ Clinynx .-. yn\ 



• • •■• •••••■■•••••••■■•••« •«• •• 



y in 



«il^lrt-H. • . -+- Clinynn • • • ynn 



dD , 



.-i-a«„)D, 



1 ^ 



ûflogD = 



l=r/i 



i = l 



D=(2««) 



dx. 



= n//D. 



9. Si l'on intègre l'équation précédente, on pourra mettre le déterminant D sous 
la forme 

C étant une constante. 
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De là des conséqueuces remarquables. Si Ton se donne des valeurs initiales 
des n^ fonctions y^ telles que le déterminant D ne soit pas nul, la constante C ne 
sera pas nulle, et le déterminant D restera différent de zéro tant que la variable 
n^atteindra pas un point singulier du plan des x\ or, nous avons écarté les points 
singuliers dans la définition des fonctions y. Donc, il existe une infinité de 
systèmes fondamentaux de solutions, 

10. Toute solution du système d* équations (A) peut s^ obtenir par des corn-- 
binaisons linéaires et homogènes à coefficients constants des éléments d^un sys- 
tème fondamental de solutions. 

En effet, soit un système quelconque de solutions 

^ly» ytJ^ •••» ynj (y =1,2, ..., n). 

Posons 

Y/= C,7/i-4-C,^ij-+-...-hC«j'/rt (t = i,2, ...,n), 

C|, C2, . . . , G/t étant des constantes arbitraires; il est facile de vérifier que les 
fonctions Y constituent une solution du système (A). 

Toute solution du système (A) peut, réciproquement, se mettre sous la forme 
précédente, pourvu que le système de solutions d'où l'on part soit fondamental. 

En effet, soit 

une solution quelconque du système d'équations (A). Cherchons à déterminer 
des fonctions C| , C2, • . . , C«, X, telles que l'on ait 

Gi^/i-h Gj^/j-4-...-hXj^/,rt+i= o (t'= 1,2, ..., n). 

On prendra X arbitrairement et Ton aura à résoudre un système à n incon- 
nues Ci, C2, . . ., Cfl. Ce système est du premier degré; le déterminant des coef- 
ficients des inconnues est différent de zéro si le système de solutions ^/y est fon- 
damental. 

Les inconnues Ci, Ca^ • » •^ Cn seront donc des fonctions déterminées de X. 

Je dis que les rapports y^ se réduisent tous à des constantes. En effet, en déri- 
vant les équation s précédentes, on a 

Éliminons -^ au moyen des équations du système proposé. 
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Nous aurons 



= «/i(G|7ii -4-. . .4- C;,j^irt-h X7,,„4-i) -i-. . . 
Nous aurons donc en même temps les deux systèmes d'équations 

CiJ^/,-+-...H- X yi^n-¥\ — 0, (l = I, 2, ...,/l) 

d(Z\ dX / • \ 

Ces deux équations déterminent les mêmes valeurs proportionnelles des in- 
connues, en prenant pour inconnues d'une part Ci, Ca, . . ., C^y ^ et, d'autre 
part, rfC|, rfCa, . • . , dCu et rfX; il faut donc que l'on ait 

dCi _ dCt _ _ dCn _ £fX 
ou encore 

ou enfin 

G/ 

"Y = consi* 

Si donc on prend X égal à — i, on aura les relations 

(9) y{,n+l= Gi7/i-h...-h Cnyin (j = I, 2, . .., n), 

linéaires, homogènes et à coefficients constants qu'il s'agissait d'obtenir. 

H. La démonstration du théorème précédent entraîne les corollaires sui- 
vants : 

a. Si un système de solutions ri! est pas fondamental^ il existe entre ses 
éléments des relations linéaires et homogènes à coefficients constants de la 
forme 

Gi^i'j 4-, . . -h Cnyin = O ( l = 1 , 2, . . . , 71 ). 

,3. Entre les éléments de (n-\- i) solutions du système (A) il existe toujours 
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un système de relations linéaires et homogènes à coefficients constants de la 
forme 

12. Si ron substitue aux éléments d^un système fondamental de solutions 
d* autres éléments déterminés par les relations linéaires à coefficients con^ 
s tant s 

^ij = Gyl7/i -4- ... -h Cjnyin ( t, y = 1 , 2, . . . , « ), 



on obtient un noui^eau système fondamental à condition que le déterminant 
des constantes de la substitution soit différent de zéro. 

En effet, soient P le déterminant des fonctions Y, Q celui des fonctions y, 
R celui des constantes, on a identiquement 

P = QR. 

Or Q et R sont, par hypothèse, différents de zéro et, par suite, P est différent 
de zéro, et les fonctions Y forment un système fondamental. 

13. Substituons à des éléments d^un système fondamental d'autres éléments 
déterminés par les relations à coefticients constants 



Yaa= G>ti7/,i 



^kgXh 



ig 



pour toutes les valeurs de A de i à n et pour toutes les valeurs de /r de i à ^. 
Nous aurons le Tableau 
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Y 

. . . 1 /Il 



1 1^ ... Ifig 



. . . • 



y\n 



ynn 



Les éléments de ce Tableau forment encore un système fondamental de solu- 
tions si le déterminant de constantes \cgg\ de la substitution est différent de 
zéro. En effet, le déterminant des constantes peut s'écrire 



Cil 

Cjl 
• « • 

C/f-Hi.i 

• ■ • • • • 

C/il 



^\g 

... 



o o 

o o 

. • 

o o 



• ^g^ug i o 



Cng O O 



O 
O 

O 

o 



et la question est ramenée à la précédente. 
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14. Si l'on connaît une solution du système d'équations (A), on peut ra- 
mener V intégration du système à celle dUtn autre système de même forme 
ayant une inconnue de moins. 

Soient Ui^ w.j, . . ., u» les élémenls de la solution connue. Il peut en exister 
qui soient nuls. Admettons que les éléments /o+i, Wj+2, • • . , Un soient identique- 
ment nuls, sans qu'il en soit de même pour les éléments ;/|, 7/2, • . ., Uj. 

Substituons aux fonctions ytj y^^i * - ••^y» d'autres fonctions qK^q^^ . . , ^qs dt'- 
terminées par les relations 

(10) yh — iinqh (A =--1,2 s). 

Les s premières équations du système (A) deviendront 
dqh diih 

ou encore 

dqh "I . / ' duh\ Un 

Ufi Ufi 

Remplaçons j^j^A par qs^kt nous aurons un système en y,, y^, . . . , </« de même 
forme que le système (A) et que nous écrirons 

(12) -^^ — aiiqi-^...-h:ii„qn (/= 1,2, n). 

Cela posé, remarquons que le système (12) admet la solution 

qh = i (/i = I, 2, .. .,5), 

Çs^A = o (A- = I, 2, . . ., « — 5). 

Nous devrons donc avoir, entre les coefficients a, les relations 

(i3) ot/i-H aij-4-. . .-h a/, = o (i = i, 2, . . ., w ). 

En tenant compte de ces conditions, nous pouvons écrire les équations (1 ';») 
sous la forme 

dçi 

Posons alors 
(i5) 3/,= 7/4— 7i (/i = 2, 3, ...,5), 

(ïfi) ^s+k= qs-\-Jl: A- = I, 2, . . ,, « — jp), 

s. 3 
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et retranchons la première équation des s — i suivantes. En conservant les n — s 
dernières équations (i 4), nous obtiendrons un système de la forme 

(17) 55 ~ A|jz,-+-...-t- A/rtS« (i = 2, 3, *..j n), 
auquel il faudra joindre Téquation 

(18) ^ = a„5j-+-...-+- a,«^«. 

On a en outre les relations 

( ic) ) A/i/, = a/i/, — ai/4 = a/tf, -=— «i/, (A = 2, 3, ... , s), 

u/i ax U\ 

( 2« ) A,4.A,f-»-A = %s->>-k,S'^k = «j-i-A-,*-»-* (A: = 1 , 2, . . . , n — a), 

(•21) A/,{x= «Ajjt— anjL= -^ an^ ^ «ipi (\l^ h — 2, i, ..., a), 

(22) Xf^y^^oLh^ — aiv= — «Av «IV (v = 5 -i- I, . . ., /t), 

( '>'*^ ) A,^A:,{JL = 3t*+A-,(JL= «*-HA,|Jl (l^ = •>'» '^1 • • M *)î 

(24) A.<H.;i.,v = 3Cjc+A,v = rt^f-^-A-.v (v^S-hA* =5-i- I, . . .,/l). 

Supposons que nous ayons obtenu une solution Ç21 Ç31 • • •? C» ciu système (17). 
Nous pourrons tirer ^, de l'équation (18) en effectuant une quadrature. Soit (^ 
une intégrale de l'équation (18). Nous aurons 



et nous en déduirons la solutioi> 

(71= wiQ, 

l ys-\^k = Ç*-4-A 

du système (A). 

Nous sommes donc ramenés à la résolution du système (17) de même forme 
f|ue (A), mais où le nombre des fonctions inconnues est diminué d'une unité. 

13. Etant donné un système fondamental de solutions du système (17), le 
système de solutions correspondant des équations (A) est aussi fonda- 
mental. 
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En eflet, soit A le détermiDanl des solutions 

Ujj îsy, ..., Inj (J==> ,/0 

du système d'équalions (17). Supposons A différenl de zéro el, par suite, le sys- 
tème des solutions considérées fondamental. 

L'équation (18) donne, pour chaque solution $2/1 • • •? 5/îy ^^s équations (17), 
une fonction Qy, et l'on peut former un système de solutions des équations (A). 
Les éléments de ce système forment le Tableau 

Je dis que ce système est fondamental. En effet, s'il ne l'était pas, on pourrait 
établir entre ses éléments des relations à coefficients constants de la forme 

(^-iyii-^'"'^C,nXin = (t = 1,2, ...,/0; 

on aurait d'abord 

CiMi-h Cjl/iQi-h...H- CnUiQn- 1 = O, 

ou, puisque f/| n'est pas nul, 

Ci-h CjQi-h. ..-+- CnQn-l = o. 

On aurait ensuite 

ou, en tenant compte de la relation précédente, et en divisant par //>i qui n'est 
pas nul, on aurait 

Ct$Aj-H. . .-h C/i^Art = o (/t = 2, 3, . . ., 5). 

On aurait enfin 

C jÏx+x,i -»-...-+- Grt5,4-A.,„ = o (A- = 1,2, ...,n — 5). 

Ces deux derniers groupes de relations ne peuvent exister que si le système 
de solutions des équations (i 7) n'est pas fondamental, ce qui est contraire à l'hy- 
pothèse. 

16. Nous avons maintenant l'indication d'une marche à suivre pour former 
un système fondamental de solutions des équations (A). 

Soit une solution «< , «2, ..., //« du système (A). Formons un premier système 
auxiliaire d'équations ne renfermant que n — 1 inconnues. 
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Soit une solution ^2> ^3» • • •» ^u de ce système. Au moyen de cette solution, 
passons à un deuxième système auxiliaire d'équations ne renfermant que n — 'j. 
inconnues; au moyen d'une solution de ce nouveau système, passons de même 
à un système ne renfermant que n — 3 inconnues et continuons ainsi jusqu'à ce 
que nous arrivions à un dernier système réduit à une seule équation renfermant 

une seule inconnue. Soit 

dw 
dx 

cette équation. Elle donnera, par une quadrature, 

où C est une constante arbitraire. 

Celte valeur de «», n'étant pas identiquement nulle, forme à elle seule un sys- 
tème fondamental du dernier système auxiliaire. Elle fournira, après une inté- 
gration, une nouvelle solution de l'avant-dernier système auxiliaire. On aura 
alors deux solutions de ce système, et elles forment un système fondamental. Ce 
système fondamental permettra ensuite de former, après deux quadratures, deux 
solutions nouvelles du système auxiliaire précédent. Avec la solution déjà connue 
on aura trois solutions de ce système d'équations et ces solutions formeront un 
système fondamental. En remontant ainsi de proche en proche on obtiendra fina- 
lement un système fondamental de solutions des équations (A). 

Le nombre total des quadratures à effectuer dans la suite du calcul est 

I-h2M-...-+-(/l — l)= -' 

2 

17. Il existe une relation simple entre les expressions des déterminants des sys- 
tèmes fondamentaux dans les systèmes d'équations (A) et (17). Soit D un déter- 
minant relatif au système (A) et soit A un déterminant relatif au système (17). 
En négligeant les facteurs constants, qui ne sont pas nuls, puisque D et A doivent 
être difierents de zéro, on a 

Or on a, d'après les équations (19) et (20), 

A/4/, = ah/i -j aih — (// = 2, 3, . . . , 5 ), 

uii ax u\ 
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On en conclut 

Ajj -+- Asa -+-••• H- A,, /j = aj2 -4- • . . -^- ci/m 

I Uî uA l I du% I dus\ 

\ «^1 «i/ \aj dx Us dx ! 

Mais, d'après la relation (i3), on a 



u% Ui I dui 

rti, h...-}-ai.v — = — «11 H -.- 

f/i {^1 Ui dx 



On a donc 



a 



4 / . / i du\ I aM,\ 
A/frt — («11-}-. . .-+-a„rt) — ( — -, h... H -f— } 



On aura, par suite, 

do 11 
ou enfin 

18. Coinine première conséquence, imaginons qu'on donne d'abord le dtîler- 
minant D et qu'on dirige le calcul de manière à obtenir le déterminant A. On 
voit que D et A ne pourront s'annuler l'un sans l'autre, car le produit «i, . . ., Us 
ne s'annulerait que si A était infini, c'est-à-dire si la variable x passait par un 
point singulier des coefficients A et, par suite, par un point singulier des coef- 
ficients a. On peut donc dire qu'à un déterminant D d'un système fondamental 
de solutions du système (A) on peut faire correspondre un déterminant A d'un 
système fondamental de solutions du système (17), et cette propriété peut évi- 
demment s^élendre aux systèmes d'équations auxiliaires successifs. 

19. Comme autre conséquence, on peut mettre le déterminant D sous la 
forme d'un produit de facteurs. 

En effet, soient A|, A^, . . . , A„_2 les déterminants des systèmes fondamentaux 
de solutions des équations auxiliaires successives. On a 

D = A Ml, «j, ..., Us, 

A = Aii>,, Vi, ...,«',•, 

1 

A,4_, = w. 
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En multipliant membre à membre, on a 

D = ui «i . . . iig vi . . . Vg' ' ' - "'• 

20. L'étude d'une équation linéaire et homogène d'ordre n de la forme 

dny d^-iy d"-*y dy 

se ramène à celle d'un système d'équations linéaires et homogènes. 
Posons, en effet, 

^«— * y 

el 

(29) y=yn' 

Nous obtiendrons le système d'équations linéaires et homogènes 



(3o) 



-^ = Piyi-^Piyi-^'-^Pnyny 

dy if 

-y~ =7*-i (A: = i, 3, . . .. n). 



Réciproquement, le système (3o) se ramène à l'équalion (5^7) par les substitu- 
tions inverses. 

21. Considérons l'équation 

et supposons les coefficients /?<, /?2j » » ") Pn holomorphes dans le domaine do 
l'origine. On peut, par une substitution un peu différente de la précédente, ra- 
mener cette équation particulière à la forme (2) (§ 3). Ce calcul étant impor- 
tant dès maintenant, posons 

y = a7«-> Un. 



Cà'Jt) 



-^ =ar'»-»Mrt-i, 



-, — "t = "i 
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Nous aurons d'abord 



dux _ Pi 
dx "" X * 



Pa 
X 



u 



fti 



el ensuite nous obtiendrons les deusL équations 

— — = j?«— *— 1 ii„ i 






= X^-f^-'^Un-k-U 



d'où nous tirerons 



^ X dx dx 






ou encore 



dun-k M/t-A-i (/i — A: — i) a„_> 



dx 



X 



Nous aurons donc le système d'équations linéaires et homogènes de la forme i^À) 



dui 
dx 



X 



dut 
dx 



(33) 



i du^ 
dx 



PlUi 



= w, — «1, 



= Wj— aw.i, 



PnUny 



dUn , X 



22. Il est utile, pour la suite, de former l'équation F(r)=:o de la forme (7) 
(§ 3), en supposant que Ton ait 



p z= pO -^ p' X -h p^*^ x^ -h 



Cette équation a la forme 



(30 



/>î-r 


y? 


pi 


• • > 


Pn 


I 


— 1 — r 





• • • 


(» 





1 


— -2 — r 


> • • 
• • • • 






o 



o 



o 



(/i — — /• 



— o. 



On remarquera que les mineurs du premier ordre du déterminant que Ton 
\ient d'écrire ne peuvent avoir d^aulre plus grand commun di'çiseur que Funité. 



2Ï 
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Eli efîel, le mineur 



1 


— 1 — r 


o 




() 




() 

• 


I 


— •>. — r 




o 




() 


o 


o 




- ( // — -^ 


<.)-r 


o 


o 


o 




1 





esl égal k Tunité. 

Nous verrons plus lard les conséquences importâmes de ce fail (Cliap. IV). 

23. Revenons à Tëquation générale 



( •>■! ) 



d"y __ d'*-^y 



dx'^ 



Pi 



dx»-i 



Pnyn, 



(ju'on peut ramener au système 



(3o) 



])ar les substitutions 

(.a8) 



(•>.9) 



dyi 

dr = ^»^' 

dyi 

dx = ^'-^ 



PfO'ny 



d" -^y 



(^A = 2, î, . . . , /j). 



(A- = I, ji. . . ., w - I), 



Le déterminant d'un s^'slème de solutions du système d'équations (3o) peut se 
mettre sous la forme 



(3)) 



D = 



7i 


dfx 
dx 


.Yn 


dyn 



(i'l-\ 



y\ 



dx'^-^ 



dx"-^ 



S'il esl différent de zéro, les n fonctions /< , ^2, . . . , j'„ sont linéairement in- 
dépendantes ; car, s'il existait entre elles une relation linéaire et homogène à coef- 
licients constants de la forme 

^^1^1 -♦- G, j^t -+-... -^G„j^„ = o, 

la même relation existerait entre les dérivées successives, c'est-à-dire entre les 
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éléments des diverses colonnes de D. Donc D serait nul identiquement, ce qui 
est contraire à Thypothèse. 

Lorsque l'on a D ^ o, les n tondions y t^y^j •••îJO/iquî sont appelées dans 
tous les cas des intégrales de l'équation différentielle linéaire et homogène 
d^ ordre n, forment alors un système fondamental d'intégrales de cette équa- 
tion diflerentielle. 

On a toujours 

(36) T>=:OeSp^dx^ 

puisque la somme Sa// se réduit à p^ dans les équations (3o). 

Si le déterminant D est identiquement nul, il existe entre les intégrales j'i, 
y-i^ • • «jy/i au moins une relation linéaire et homogène à coefficients constants. 
En eflet, d'après le n^ 11, il existe plus généralement n relations de la forme 

r "^^'^'^ -^ -4- r ''^•^^'" - « 

-^ rr-.yr. A-rO, I , . . • , /l - ï j . 

Entre n-\- i intégrales il existe toujours une relation linéaire et homogène à 
coefficients constants. En effet, d'après le même numéro, on a plus généralement 
n relations de la forme 

Cl —r~^ -h.. .-4- Gn+1 ^^^. = o (A = o, I, ..., n). 

Nous énoncerons encore les théorèmes suivants : 

a. Toute intégrale d'une équation linéaire et homogène d^ ordre n peut 
s'obtenir par une combinaison linéaire et homogène à coefficients constants 
des intégrales d'un système fondamental. 

p. Si l'on substitue aux intégrales d'un système fondamental d'autres 
intégrales déterminées par les relations linéaires et homogènes à coefficients 
constants 

on obtient un nouveau système d'intégrales à condition que le déterminant 
des constantes de la substitution soit différent de zéro. 

Toutes ces propriétés peuvent se démontrer directement. Les démonstrations 
directes sont très connues, surtout depuis la publication du premier Mémoire 
de M. Fuchs sur les équations linéaires (i866). 

S. • f\ 
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2i. Soit u une intégrale donnée de Téquation différentielle (27) et, par suite, 

soient 

du d'il d"-Ui 

"' 5i' dx^ dx'»-i 

les éléments d'une solution du système 

(30) 
Posons 

yn=y = uv, 

d'où 

_ cÇr _ dv du 

do: dx dx 

__ d^y _ rfSi' du dv d-u 
' c^-F* dx^ dx dx dx'^ 
........................} 

d^-^y d^-^i> n — 1 du d^-^v d'^-^ u 

^^ dx'^-^ dx»-^ I dx dx^-t dx"-^ 

Portons ces valeurs dans les équations (3o). Cherchons le coefficient de v dans 
la première équation (3o) ramenée à la forme 



Nous trouverons 



dY\ 



d" u d''-^ u 



c'est-à-dire zéro, puisque u est une intégrale de l'équation (27). 

Les autres équations (3o) seront identiquement satisfaites, en vertu même de 
la définition de l'inconnue (^. 

U résulte de là que, si l'on élimine les variables ^|,)'2, ..o^/m ^^s équations (3o) 
fourniront des équations où entreront les seules inconnues 



dv d^ ç fl?'* V 

dx dx^ dx^ 



et, par suite, en posant 

dv 



dx ~'' 



l'où V = I t dxj 



t . 
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on pourra prendre pour inconnues nouvelles t et ses dérivées. Nous poserons 

dt 

di ='"-*' 






dx'^ -* 



D'abord, chacune des équations (3o) de la forme 



dx 



ykx (A- = 2,3, ...,/r) 



étant idenliquement satisfaite, il ne restera que la condition 



dx 



= PlJ'l-^"'-^PiKyn 



[[ di' du\\n II dv du\Y~i 

(rdi^'dJc)) =P'[[''dJc-^'dx)) -^..-^/>«"^- 

Les doubles parenthèses indiquent des puissances symboliques. On a vu que 
le coefficient de v est identiquement nul, et qu'on peut prendre pour inconnues 
nouvelles ^1, Z^, . . . , ^«.j. 

L'équation précédente prendra donc la forme 

(3;) ^ =Pi^-+-...H-P/, i^-i. 

Il est facile de voir que Ton aura 
n i [ ri du "I 

^- i r n(n — i) d*u du 1 

• j 

„ if n(/2 — i)...'ji.i d^~^u (n — i).. .3.2.1 d'^-^u "1 

M I. i.2...(n — I) dx'*-^ '* i.ji...(/t — 2) dx^ * J 

En couséquence, le système (3o) sera ramené à un système de même forme 
renfermant une inconnue de moins, soit au système 

l --T— = Pi /l -+-. . .-f- P/i- \t,t- I, 
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Mais on aura 

ce qui correspond à la formule (a8). 

Comparons ce résultat avec celui que donne la théorie générale. Remarquons 
d'abord que tous les éléments 

_ du d'-^ u 

d'une solution du système (3o) sont différents de zéro jusqu'à un certain ordre 
de dérivation, par exemple jusqu'à 

et même ce cas ne se présentera que si u est un polynôme d'un degré en x infé- 
rieur à n — I . 

Dans la théorie générale, on pose 

Par suite, les équations 



dyu 
deviennent 



rfx = >'*- 



d'où l'on tire 



duk dqk 



dqk __ «Al I duk 

"dx -^ l^^^-^-^iT,. IZ; "i' 



En tenant compte de l'équation 



duji 
dx 



- - "..-I, 



on a 



(39) ^? = ^('^*-'-5'''^ (^^i.a,...,»). 

La première équation (3o) devient 

dux dqx 

~dx ^^"^ lix "»=/^»"»^»'+"--'^/'«"«y«* 
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Par suite, à cause de réquation 

on a 

(4o) -^ =pt -^^«— yi^-^----^^«^ {gn—gO. 

Si Ton pose ensuite 

^k = gA — gi, 

on aura, en retranchant successivement Téquation (4o) de c'hacune des équa- 
tions (39), les équations 

-7— = ,— - (^A-l— -3*) — /?8 — Z2-+-.., — pn —- 5;i (A: = 7, 3, ..., /l), 

formant un système linéaire et homogène à n — 1 inconnues, auquel il faudra 
joindre l'équation 

(fqi _ M, Un 

Il est évident maintenant que la méthode qui est particulière aux équations (3o) 
et qui conduit aux équations (38), exactement de même forme que les équations 
données, doit être préférée à la méthode générale qui conduit simplement à des 
équations linéaires et homogènes. 

D'ailleurs, les équations (38) jouissent des mêmes propriétés que les équa- 
tions en z de la théorie générale. En effet, nous pouvons montrer que si ^1, 
t%^ • • •, tn^\ forment un sj^stème fondamental d'intégrales de l'équation 

les expressions 

Yi = M, Yi= uft^dx^ Yn= uftn—idx 

forment un système fondamental d'intégrales de Téquation 

d»y d'^-^Y 

En effet, s'il existait une relation linéaire et homogène à coefficients constants 
telle que 

Cl Yj -h. . .-H Ci/> Y/j = 0, 

on en déduirait la relation 

Cl -h C^ftidx -h Czftidjc -h. . .-{-Cftftn^idx = o, 
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d^oii, en dérivant, 

Gj /j H- G3 /j -+-... -f- C/i tfi I =: O, 

relation incompatible avec les hypothèses. 

25. Résumons le paragraphe précédent. Si ^1 est une intégrale de Téqualion 
difTérentielIe linéaire et homogène 

. . d'^y d" • y 

la substitution 

y =yiftdx 
conduit à une équation 

^•î'> dJ^^-''^7ÛT-.-^''^^n ,/, 

linéaire et homogène, dWdre n — i, et, avec un système fondamental d^intégrales 
de l'équatioQ (40? ^^ peut former un système fondamental d'intégrales de l'é- 
quation (27). 
De l'équation 

Ji dx 

obtenue plus haut, on lire 

SVxdx=-. — n Log/, -f- //>, dx, 

et, en appelant D| le déterminant D (équation 35), correspondant à l'équa- 
tion (39), on voit qu'on aura 

De l'équation en /, au moyen d'une solution t^^ on passe à une équation en t 
linéaire et homogène d'ordre n — 2, etc. 

Soient j>^j, ^1, Tj, . . ., 0- les. diverses intégrales supposées successivement con- 
nues, on voit facilement qu'on aura la relation 

On peut voir dans le Mémoire de M. Fuchs les conséquences que l'on lire de 
cette dernière relation. 
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CHAPITRE IL 

DES DIVISEURS ÉLÉMENTAIRES. 



26. Représentons par[P], [Q] et [P, Q] les déterminants 



A 1 1 ... A 1 ,1 



A /Il ... A/i/i 



B 1 1 ... B , ,1 



"/Il • . . "fin 



pAii-\- qUii ... pXin-^ qBi„ 



/?A„i-}-yB,ii ... p\nH-^ Ç^nn 



Le déterminant [P, Q] est une fonction entière et homogène en /?, q. Nous 
n^aurons à nous occuper que du cas où cette fonction est du degré /i, et non pas 
d'un degré inférieur; nous supposerons donc que le degré est n. 

Ce déterminant [P, Q] est alors un produit de n facteurs linéaires et homo- 
gènes, de la forme ap -f- bq et distincts ou non. 

Considérons au même point de vue les mineurs des divers ordres. Soit l^ 
l'exposant du diviseur ap -+• bq qui entre dans lé plus grand commun diviseur de 
tous les mineurs d'ordre ro. Soit /^j+i l'exposant correspondant à Tordre ©-I- i. 
L'expression 

a été appelée par M. Weierstrass un diviseur élémentaire du déterminant 

[P. Q]- 

27. Soit ap + bq un quelconque des diviseurs linéaires de[P, Q]. Nous oppo- 
serons cette expression à celle de diviseur élémentaire, chacune de ces deux 
sortes de diviseurs correspondant à une décomposition spéciale du déterminant 
[P, Q], comme nous allons le montrer. 

Les mineurs de l'ordre js du déterminant [P, Q] sont du degré n — nj en ^ et y 
et peuvent être décomposés en facteurs linéaires en p et q. Je dis d'abord que 
l'exposant l^ d'un même diviseur linéaire ap -f- bq ne peut aller qu'en décroissant 
quand l'indice w augmente; sous la notation l^ nous comprenons aussi l'expo- 
sant /o du même diviseur linéaire dans le déterminant [P, Q], considéré alors 
comme un mineur d'ordre zéro. 

D'abord tout déterminant de degré n — w -|- i peut être considéré comme une 
somme de termes dont chacun, abstraction faite du signe, est le produit d'un 
déterminant du degré n — xs par un élément de [P, Q]. Donc, tout diviseur 
commun des mineurs de degré n — m doit être aussi un diviseur commun des 
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mineurs de degré n — m + i , et, par suite, aussi, de tous les mineurs de degrés 
supérieurs k n — th -h i . En conséquence, si l'un des nombres /o» hy h^ • • • est nul, 
tous les suivants sont nuls. 

Ensuite, si l'on considère un mineur du degré n — tït-1- i,ses dérivées partielles | 

par rapport k p el k q peuvent être considérées comme des sommes de termes j 

dont chacun est le produit d'un déterminant de degré n — xs par un terme de [P] 
ou de [Q]; si donc les mineurs de degré n — xs admettent le diviseur linéaire 
ap -h bq au degré /cj, le mineur de degré n — m -f- i et ses dérivées partielles du 
premier ordre admettront en commun ce diviseur linéaire au même degré Ij^. Il 
faut alors que le mineur de degré n — ru 4- i soit divisible par {ap + bqY^^*. 

Soit Ir le dernier exposant / qui ne soit pas nul. On aura les inégalités 

et l'on pourra poser 

On aura alors 

et 

(ap -h bpyo= (ap H- bqy>(ap -4- /?7 )'^« -f- . . . -4- {ap-\- bq^r. 

Soient ensuite aip-i- b^q^ a^p -^ b^q^ . . -, cimP 4- bmq les diviseurs linéaires 
distincts du déterminant [P, Q]. Soient /*, Z^, .. ., /^' leurs exposants. Décompo- 
sons ces nombres en éléments e d'après les règles précédentes, de sorte que l'on 
ait, par exemple, 

'q — ^0 -•- ^'1 -^ • • • -^ ^i'i ( t = I , '2, . , . , 771 ). 

Le déterminant [P, Q] pourra être représenté par le produit 

m • 

l[{aip-^biqfi j 

( y = o, I, . . ., r/. 

Chacun des facteurs de ce produit est, comme nous l'avons dit dès l'abord, un 
diviseur élémentaire du déterminant [P, Q]. 

On voit que chaque diviseur élémentaire est essentiellement caractérisé par 
le rapport de deux coefficients a et b et par un exposant e» 

Nous montrerons dans la suite que chaque diviseur élémentaire est indépendant 
dans chacune de ses propriétés. Nous pourrons alors représenter tous les diviseurs 
élémentaires dans un ordre quelconque par la notation 

(aip-hbiqYt, {a^p-^biqY^, •••, {cLçP-^ b^qY^. 
Mais les indices i, 2, ..., p n'indiqueront plus que les diviseurs linéaires 
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a^p -\- biÇ, ..., agp-\-bpq soient nécessairement distincts. Plusieurs pourront 
être égaux entre eux. On aura de plus 

Cl -t- ôj -h . . . -4- Cp = /i, 

et le nombre p sera égal ou supérieur au nombre des diviseurs linéaires distincts. 

28. Un diviseur élémentaire (ap -+- bqY du déterminant [P, Q] est dit simple 
ou multiple, suivant que son exposant e est égal ou supérieur à l'unité. 

Si, par exemple, tous les diviseurs élémentaires fournis par un même diviseur 
linéaire sont simples, on voit que le déterminant [P, Q] sera divisible par 
(ap + éy)'^*; ses mineurs du premier ordre seront divisibles jpdiV {ap -^ bqY ,^ . .., 
ses mineurs de l'ordre r seront divisibles par ap + bq. 

Si au contraire les diviseurs élémentaires fournis par un même diviseur linéaire 
ne sont pas tous simples, remarquons que nous aurons 

/o = ^0 "•" ^1 -H • . . -H «r» 
la — Co = l\ = Cj -H . . . -H «ri 



î 

;/cy-l — ^GT-l = ^CI = ^8T">"« • •"+- ^r> 
ï 



et nous voyons que le déterminant [ P, Q] et ses mineurs d'ordres successifs seront 
respectivement divisibles par 



(ap-hbq )«r. 



Les ordres de multiplicité d'un diviseur ap-\-bq, considéré comme diviseur 
linéaire, ou comme diviseur élémentaire, sont, comme on le voit, deux nombres 
essentiellement distincts. 

Ajoutons une remarque : 

II n'y di jusquHci entre les nombres ^©î ^m •••> ^r aucune relation nécessaire. 
Ce sont simplement des nombres entiers qui concourent à former les nombres Z^, 
lr-\^ • • •; ht ^^3 derniers nombres allant toujours en croissant, quand leur indice 
diminue. 

29. [1 y a un lien très étroit entre la théorie des formes bilinéaires et la théorie 
des diviseurs élémentaires, et c'est précisément l'application des théorèmes de 
l'une de ces théories aux théorèmes de l'autre qui nous conduira à des consé- 

S. 5 
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quences très importantes pour la théorie des équations linéaires. Nous allons, 
par suite, nous occuper de ces questions spéciales. 
On dit que les deux expressions 

Q = SBapoTa^p ) 

sont deux formes bilinéaires aux invariables x^, ..., x„, y^j . . ., yn» Les 
déterminants de ces formes sont, par définition, les déterminants [P] et[Q]. 
Faisons les substitutions 

i 

aux déterminants de constantes H et K supposés tous deux différents de zéro. 
Les formes 

ou, avec une notation plus simple, les formes 

V{x\y) et (i{x\y) 
deviendront 

P'(^'iy) et QVIJ^'). 

Nous allons montrer que les déterminants des deux formes 

joP-h<7Q et i?P'-f-^Q' 
admettent les mêmes diviseurs élémentaires. 

30. Supposons que l'on ne fasse d'abord que la première substitution. Les 
formes 

Pi^x\y) et q^{x\y) 
deviendront 

Pi(a?'lr) et (l,{x'\y). 

Si ensuite on fait la seconde substitution, on obtiendra les formes 

V\x'\y) et Q'(^'(y)- 
Il suffit de démontrer que le déterminant de la forme 

/>Pi-+-gQ, 
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a les mêmes diviseurs élémentaires que le déterminant de la forme 

car on passera, par le même procédé de démonstration, des diviseurs élémentaires 
de la forme 

pPi-hqQi 

à ceux de la forme 

pP'-^qO:. 

On sait, d'après la théorie des déterminants, que l'on a 

tPi,Qi] = [P,Q]xH. 
Donc déjà les diviseurs linéaires distincts des deux déterminants 

[Pi.Qi] et [P,Q] 

sont les mêmes. Il reste à faire voir qu'ils fournissent les mêmes diviseurs élémen- 
taires. Nous montrerons pour cela que, si un diviseur linéaire est facteur à un 
certain degré de multiplicité dans tous les mineurs d'un ordre donné de [P, Q], 
il est aussi facteur au même degré de multiplicité dans les mineurs du même 
ordre de [P|, Qi] et réciproquement. 

Représentons les mineurs de degré [j. des trois déterminants 

tP,Q], H, [P,,Qt] 
par 

Y et 8 désignant deux combinaisons quelconques des nombres i, a, ..., n pris 
jjL à [x. On a, d'après Cauchy (*), la relation 

Le nombre c est celui des combinaisons indiquées et est égal à 

1 .a. . .fjL 

Si tous les mineurs mgy admettent le même diviseur (ap + bqY, mi^ admettra 
ce même diviseur pour toutes les valeurs qu'on peut donner à y et 8. 

Réciproquement, si tous les mineurs m^s admettent le même diviseur (ay^ + ft^r)', 



(*) Voir la Note sur les déterminants. 
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il en sera de même des expressions 

Mais le déterminant Sy^^ « 7^22 • • • ficc 6st une puissance de H et n^est pas nul ( ^ ). 
Donc m^^y . . ., m^^ admettent séparémentle diviseur {ap-\-bqyy et pour toutes les 
valeurs que Ton peut donner à S. 

Enfin, si les mineurs d'un certain ordre de[P, Q] n'ont aucun diviseur commun, 
il en sera de même des mineurs du même ordre de [Po Qi ], sans quoi l'on pour- 
rait démontrer que les mineurs considérés dans [P, Q] ont contrairement à l'hy- 
pothèse un diviseur commun. 

Il est donc prouvé que les diviseurs élémentaires du déterminant [P, Q] ne 
sont pas altérés par la double substitution 

31 . Ce théorème admet la réciproque suivante : 
Soient deux couples de formes bilinéaires 

V{x\y) et Q(a?|/) 
et 

p'(^'iy)> Qx^'i/)- 

Si les deux déterminants [P, Q] et [P', Q'] ont les mêmes dii^iseurs élémen- 
taires, on peut déterminer an^ constantes h et k telles que les substitutions 

m 

) (t,y = i,2, ...,«) 

J 
changent P en P' et Q en Q'. 

Nous démontrerons cette importante réciproque par une belle méthode due à 
M. Darboux. 

32. Soit une forme bilinéaire aux 2/1 variables indépendantes ^1, ...^Xn, 

y\^ "", yn 

Appelons X|, X2, . . . , X,j les dérivées partielles de P par rapport à ^i, ^2) • • •> 
( * > Voir la Note sur les déterminants. 
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Xn et Y|, Y2, . . . , Y„ les dérivées partielles de P par rapport à yi, ^2, . . . , y«. 
Nous aurons 

X/ = A/i/, -^ . . . -H Ainfn 



(« = 1,2,..., n). 



Le déterminant formé par les n^ coefficients A et qui a l'une des deux formes 



Ail . . . Ali, 



• • 



«1 



... A 



nn 



OU 



An ... A 



• . • ... 



"■In ... A. 



ni 



nn 



est appelé le déterminant de la forme P. 
On remarquera la relation 

a?iX,-h...-Ha?„X„ = j'tYiH-...-h7»Yn= P. 

33. Appelons Bo le déterminant de la forme P et formons toutes les expressions 
que peut donner le déterminant Bq bordé comme nous allons l'indiquer. Posons 



Bô = 



Aji ... Ain 
A/Il ... A/i/j 


u\ ... u\ 

. . ... . • 

uk ... «« 


i>\ ... pA 
• . ... . . 

p^ ... p® 


... 

• ... . 

... 



Chaque bordure, la /r^*™® par exemple, distinguée par Pindice supérieur k, est 
obtenue au moyen de 2/1 arbitraires formant deux groupes distincts, soient 
u'Ij . . ., mJ pour la bordure en colonne et f?^, . . ., v^^ pour la bordure en ligne. 

Développons Be (*) par la règle de Laplace (*) en combinant les éléments 
des dernières colonnes de toutes les manières possibles, de façon à former des 
mineurs de degré 0, et en multipliant chacun de ces mineurs par le mineur de 
degré n qui reste quand on a supprimé les dernières colonnes et les Q lignes 
choisies. 

Les produits du degré ai + que l'on obtient ainsi renferment des paramètres (^ 
provenant de toutes les bordures et sont du degré n — Opar rapport aux éléments 
du déterminant Bq. La même règle de Laplace est applicable à chaque mineur de 
degré n. 



(') Les détermiDants Bq pourraient être appelés des Hess iens bordés, 
(*) Voir la Note sur les déterminants. 
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Donc Be est une fonction linéaire et homogène des mineurs d'ordre 9 de B© 
quelles que soient les valeurs attribuées aux arbitraires u et r. 

34. Si Ton connaît le déterminant [P, Q], qu^on peut représenter parBo(/?, y), 
on voit que la fonction Be(/?,5') sera entière et homogène en p et q, et, si les 
mineurs de degré n — de Bo(/?, q) sont divisibles par {ap -h bqY^ on voit que 
Bo(/?,y) sera divisible par (a/? -h ôgr)'. On peut d'ailleurs choisir les arbitraires 
qui entrent dans Be de manière quMl se réduise à Tun quelconque des mineurs 
de Bo- Par exemple, on a 



An 

• • ■ 

Aam-1, 

• • • • • 

Ani 
O 



1 



Ai,A:+i 
Aa4.i,A-»-1 

• •«••••• 

A»,A-+i 

1 
o 



Ai/i o 

• ■ • • 

Aam-i,» I 

• •«••• • 

Art/i o 

o 

• • 

1 o 



• ■ 

. o 

• • 

I 

. o 

• « 

. o 



An ... AiA 



Aai ... A^A- 



Donc, pour qu'un diviseur (ap-\-bqy soit commun à tous les mineurs 
d^ordre de [P, Q], il faut et il suffit qu Ul divise la fonction Be(/?, q) corres- 
pondante, quelles que soient les valeurs attribuées aux arbitraires. 

On pourrait en conséquence définir les diviseurs élémentaires de[P, Q] au 
moyen des déterminants Be(/>, q)* 

35. La première forme Bq est 



B,= 



En la développant, on a 



Au 


• • • 


A|„ u\ 


• • • 


• a • 


a • a • • 


Afli 


... 


A«« «A 


^ï 


• • • 


vk o 


î.— — 


V. 


1 1 ^^0 



dA, 



Si Ton retranche de la dernière colonne les autres multipliées par ^'1,^-2? •••0^«» 
puis ensuite que Ton retranche de la dernière ligne les autres multipliées par jr^, 
^2, a . ., Xn^ on a 



Bi = 



An 

• . • 

A/ji 



Airt 



nn 



i-l-Y, 



«}-X, 



(W{X| 



«Aa?») — (i'l^i-)-...+ r^J',,) + (jr,X, 



^n ^n) 
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Si Ton remplace alors les arbitraires u et (^ par les dérivées X, Y de la forme 
bilinéaire P, on aura 

Bt = — BqP. 

Cette formule permet d'exprimer P en fonction de B| et de Bo- 

36. La fonction Be^.! est liée à la fonction Be par la relation simple 

37. La dernière fonction Be est B^,, car toutes les fonctions suivantes B,,^.,,' se 
réduiraient à zéro. 

On a 



B„ =(-!)» 



u\ 



u 



. . * • . • a 



U 



n 



U' 



^1 



• M 



«» 

^n 



38. Étant donné un déterminant quelconque 



A=: 



«n 



«i/i 



• • • • • • • 



Œ/il • . . (Xnn 



on démontre, dans la théorie des déterminants (*), que Ton a toujours 



dl d\ 



= A 



Cette proposition va nous être du plus grand secours dans le calcul que nous 
allons entreprendre. 

Nous appliquerons ce théorème à des fonctions telles que Be, que nous repré- 
senterons par la notation 

B(ttS ..., «^ P», ..., pô), 
ou par la notation 

B(aô;p9), 

en n'indiquant que les éléments les plus indispensables. 
Introduisons dans notre calcul l'expression 

Re^BCtt'»-», X;p'»-», Y), 



(*) Voir la Note sur les déterminants. 
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qui se lire de B^.^, en remplaçant les éléments de la dernière bordure par les 
dérivées partielles de la forme P. 
Nous aurons 

Ro = B(a», X; t'^ Y) = o. 

Appliquons le théorème rappelé plus haut à l'expression Re, nous aurons 

B(a»-«; pn-Ô) B(w'»-6-i, X; P«-0-S Y) — B(w»-ô-«, X; t"»-») B (£*«-«; v«-^-», Y) 

= B(w«-9-»; i"»-^-*) B( w'»-^ X; i^-^, Y), 
et, si nous posons 

B(a«-»; P«-0-i, Y) = Ve+„ 
nous aurons la formule 

Ro+i Brt_e— Ue+i V$4-i = Bfl-o-i Bo> 
ou, en changeant en — i , 

Re B„_e^-, — Ue Vo = B^-e Re- 1 . 

Appliquons cette formule plusieurs fois de suite et ajoutons à ces résultats une 
identité déjà démontrée, nous aurons 

RiB;, — UiV, = o, 

Rj B/,_i — Uj Vj= RiBit^t, 



B/»Bi — U„Vrt= R/j_i Bo, 

P Dq = — Ru. 



Nous pouvons écrire ces équations sous la forme 

Ri ^ UiVi 
Brt-i B/jBrt_i 

Ri ^ U«Vt , Ri 
B/i-j Brt-iB/i-i Bn_i 



R/> _ U«Vrt R»-i 
Bq B|Bo Bj 



et, en ajoutant, nous aurons la relation 

U,V, U.V. U„V„ 



(4a) P=- 



B/jBn-i B;,— iBn— 2 BiB( 
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39. Les fonctions Uo et Ve sont respectivement des fonctions linéaires des X 
et des Y, et ne renferment respectivement que les variables y i^ ...,j^/,ou 

*X/ \ y • • • f *^ n * 

Les expressions Be sont des constantes qui dépendent des valeurs attribuées 
aux arbitraires u et r. Nous concluons de là qu^ily a une infinité de manières 
de ramener une forme linéaire (P) à la forme 

(43) ^'^'^:i^ay'<t (a=i,ti, ...,/i). 

Cette proposilion correspond à la réduction d^une forme quadratique à une 
somme de carrés. 

40. Mais le calcul précédent n'est valable que si les dénominateurs ne sont pas 
nuls. On peut toujours se placer dans ce cas si Bq n'est pas nul, comme nous eu 
ferons toujours T hypothèse. 

En effet, on a 

»6-»-l — — 2^Ui Vj -jr-- , 

J 0\tj 

et l'on peut choisir les arbitraires w^"*"* et t;^"^' de manière (|ue Bo^.« se réduise à 

un mineur quelconque -r-r-^ de Bq (vo£/*§ 34). Tous les mineurs j—- ne sont pas 

nuls si Be n'est pas identiquement nul, car Bq et son déterminant adjoint ne 
peuvent être nuls l'un sans l'autre (*). 

Donc, si Bo n'est pas identiquement nul, on peut choisir les arbitraires </<, i** 
de manière que B| ne soit pas identiquement nul, puis les arbitraires u^^ r- de 
manière que B2 ne soit pas identiquement nul, etc. 

41. Si Bo n'est pas nul, les fonctions Ui, ..., U„, ou les fonctions V|, .•.,¥„, 
sont linéairement indépendantes. 

En etFet, dans le cas contraire, on pourrait par exemple poser 

les nouvelles variables T étant indépendantes. 

De là on conclurait par l'élimination de ces variables n — k relations linéaires 
et homogènes entre x^y x^j . . ., J?/i. Or, si l'on considère les dérivées partielles 
de P, 

Y/ = a|/ri -h. ..-H a^/^/i (t = 1, 2, . . ., w), 



(*) Voir la Note sur les Déterminants. 

s. G 
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et l'une quelconque de ces n — k relations 

on pourrait éliminer x^^ Xo, . . . , 2:« et l'on obtiendrait un résultat de la forme 

Cl Yj -|- . . , -H C/i Y/j = o. 

Ce résultat est incompatible avec l'indépendance linéaire des fonctions Y, ind<''- 
pendauce caractérisée par la condition 

Bo?^o. 

En résumé, la forme P peut êlre ramenée, d'une infinité de manières, à la 
forme (43), et il sera impossible de diriger le calcul de façon que cette 
forme (43) renferme moins de variables indépendantes que P. 

42. Appliquons maintenant les principes précédents à la forme complexe 
où s est une indéterminée et où Ton a 

Mous supposerons que le déterminant de la forme/ n'est pas nul. Par suite, le 
déterminant de la forme F, c'est-à-dire 



Bo(5)= 



Clw s -^ bii ... «i«5-h6|/| 



«rti s -f- bnl . . . ««/i« -^ bftn 



» 



ne sera pas nul non plus. Ce déterminant sera même de degré n par rapport à s. 
Appliquons-lui le théorème de Gauss démontré au ^ 35. Nous aurons, a\ec la 

notation du § 38, 

— h(\' Y ) 
F = /a- -+- cp = ^ ' 12 = F (' \ Y s)- 

de sorte que s entrera dans F explicitement d'abord, puis implicitement par les X 
et les Y. Si l'on considère pour un moment les X et les Y comme des arbitraires, 
F se présentera sous la forme d'une fraction rationnelle en 5, dont le dénomina- 
teur est du degré n et dont le numérateur est au plus du degré n — i . Mais, si X 
et Y sont les dérivées partielles de F, le numérateur pourra être du degré n -f- i . 
Décomposons cette fraction rationnelle en une somme de n fractions simples, 
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en nous servant de la règle de Lagrange qui consiste à chercher, pour une ra- 
cine 5/ de Bo(s) = o, le coefficient de - dans le développement de ^^^^^^^ (ij. 
Nous donnerons d^abord à F la forme générale 



s — Si — <J 



F=~ 



U,V, 



B„ B,|. 



BiBo' 



et nous raisonnerons, sur un terme quelconque divisé par s — Si — a, 

Un-o-HiVrt_e-»-i 



{s — 5/— <i)BôBo_i 



On a d'abord, avec les notations du § 38, 



U„-e^i=B(a«-i,X; *^ô-i) = 



ans-hbn ... ai„s-hbin "j ... w?~* X, 



ClftlS-h bn\ . . . «//«* 4- bnn «A . . . ll\ * X,» 



Ô-! 



V 



n 



O O 



.0 



n 



O 



On peut remplacer la dernière colonne par une autre, obtenue en retranchant 
de celle-ci les n premières colonnes mullipliées par y^^ yi^ . .., yn* La nouvelle 
colonne, écrite horizontalement pour la commodité de l'écriture, devient 



Xi- 



pF 



X« 



dxn. 



— {^\y\-^"'-^^}iyn), ..., — (^?riH-.---Hi>^r«). 



Nous devons remplacer s par 5/-h <t dans Urt.o^.!. Nous aurons alors 

dF _ ^ ^ 

de sorte que, si maintenant nous supposons que X est la dérivée partielle de F, 
la dernière colonne deviendra 



âXi 



., (^-,,_cr)^^, Ui, ...,U0, 



et le déterminant, développé par rapport aux éléments de cette colonne, prendra 

la forme 

U/t-OM = (5 — ^/— (j)Mi-4-Mï. 



(M Voir la Note sur la Règle de Lagrange. 
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Les coefficienls de U*, . .. , L)^ sont des fonctions linéaires des mineurs d'ordre 
— 1 de Bq, de sorte que M^ est au moins divisible par la même puissance de t 
que Bo_«. 

Quant à M| il est égal à U^-O+o quand on a remplacé X|, . . ., X/i par 

àf àf 

• I • • • I I • 

dû^i àXfi 

C'est donc une forme de Bq et il est au moins divisible par la même puissance 
de a que Be. 

Soient /o et l^_\ les exposants de t dans Bq et Bo_i. On sait que Ton a 

Posons dès lors 

ou, pi:>ur simplifier l'écriture, posons simplement 

/e_i — /e = e. 

On voit que e est l'exposant d'un diviseur élémentaire correspondant au diviseur 
linéaire s — si de Bq {s). 
On pourra donc écrire 

U«_o^, = (s — */ — ff)ff'«M; + ff'e-.M;, 

M', et M!^ n'étant plus divisibles par <t. On aura, en outre, 

Bq et Bé.| sont deux quantités ne renfermant plus ? en facteur. 
Cela posé, l'expression 



(s— Si — (j) BeBo-i 
devient 

en appelant N', la quantité analogue à M', provenant du calcul de V„_e^.i, et en 
négligeant d^ écrire les termes qui ne donnent pas de puissances négatives 
de T. 

On peut encore écrire 

s — Si — a _y^ Nj 



SYSTÈMES D ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ET HOMOGÈNES. /p 

Or M'^ renferme linéairement ^1,^2) •••>J^/i cl N'^ renferme linéairement x^^ 
x-ii • * "t ^/i' Il en sera de méfne des coefficients de leurs développements par 
rapport à 9. Soient 

w 






= 'ÎO + T^it * -+- ^It <y* -*-••• -t- ^j /«*''* -*- 



Le coefficient de - que nous cherchons sera donc 

Nous poserons, pour simplifier, 

Nous voyons ainsi que, étant choisie la racine 5/, les termes successifs du dé- 
veloppement de ^^^ nous donneront 



s — Si 






Pour une autre racine 5; nous aurions 



I 



.-(5-5;)({r,),^-f-(ïy3)e;-„ 

Au lieu de réunir tous ces résultats en considérant les diviseurs linéaires .ç — Sj, 
s — 5J. , . . ., considérons les diviseurs élémentaires 

et il importe peu que les diviseurs linéaires correspondants soient distincts ou 
non, nous aurons, en ajoutant tous les résultats obtenus, 



=P 



1= 



F=/s-^<^ = ^j^[(s-si)aT,),,^ao,,.,i 



l=rt 



On voit donc que chaque diviseur élémentaire fournit son terme dans le déve- 
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loppement de F. C'est en cela que consiste Tindépendance des rôles de ces divi 
seurs élémentaires dans le calcul que nous venons de faire. 



43. De la formule précédente on tire 



(44) 






Il faut remarquer que Ton doit poser 

($'î)«-i = o pour c = o. 

44. Les expressions Ç sont des fonctions linéaires et homogènes deji, ...,y« et 
les expressions r^ sont des fonctions analogues des Xi^ . • . , x„. 

Nous allons montrer qu'on peut réciproquement exprimer j^i, X2, . . . , aT„ en 
fonctions linéaires et homogènes des r^ et y^j y%^ . . ., yn en semblables fonc- 
tions des \, 

En effet, de l'équation 

on lire 



/= -2(^^)0 






et, par conséquent, le déterminant de la forme Y.(^\'t\)e est égal à 



( jH- V = <? — I ) 





• • • 1 

— I 


■ ■ • 



• s • < 




— ï ... 

■ ••• ••• ••• •«• i 

... 
... —I 

1 ••• «•• ••• ••■ 

I — ... 

• •• •■• ••• ••• 





et n'est pas nul. Appelons 8 ce déterminant. 

Si Ton fait le changement de variables qui change les Ç en^ et les •/; en x, le 
déterminant sera multiplié par les deux déterminants de substitution que nous 
appellerons 8x et 8j. Mais, quand les variables sont x et j', le déterminant de 
S(Ç7i)^ est celui de/ et est supposé différent de zéro. Soit 8| ce déterminant, on 
a la relation 

d'où l'on conclut que 8^ et 8^ ne peuvent être nuls et, par suite, qu'on peut ex- 
primer les X en t, et les y en Ç. 
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En outre, puisque les déterminants o^^et 8^ ne sont pas nuls, il y a ))ien n fonc- 
tions ^ et n fonctions y\, 

45. Les formules (44) ont été données par M. Weierstrass. L'éminent analyste 
leur a donné encore une autre forme plus symétrique que la précédente et que 
nous allons indiquer. 

Soient ^, A, ^', h' quatre nombres, entiers si Ton veut, tels que le déterminant 
gh' — hg* soit égal à l'unité, et posons 

/=-(^-P-+-AQ), 
<p= ^'P-hA'Q, 
F = -(/, + ^) = [(^P + AQ),~(-'P + A'Q)1. 

Nous tirerons de là 

l' = i^s-g') P -^ (/i5 - A') Q =/>P + ^Q, 

en posant 

ff5 — ff' = P^ 

hs — A' = q. 
Nous aurons, en outre, 

ap-\-bq = {ag -h bh) s — ( ag' -h bh' ). 

Supposons que ap -4- bp soit un diviseur du déterminant [P, Q] et remplaçons a 
et b par des valeurs proportionnelles, de sorte que l'on ail 

ag -^ bh = I , 

ag' -^ bh' - Si, 

nous aurons 

ap -h bq =^ s — Si. ' 

11 résulte de là que les diviseurs élémentaires du déterminant de la forme 
F = /?P-f- ^Q correspondront aux diviseurs de la forme F= — (/s 4- o). Si Ton 
résout alors le système d'équations 

ag-h bh =1, 
ag'-^ bh = Si, 

on aura, en introduisant un indice pour a et 6, 

ai = h'— hsi, bi= — g'-h gs,. 
Enfin les équations 

g'P-i-h'q==o 
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donneront 
ou enfin 

i 

46. On voil donc que, si P e^ Q sont deux formes bilinéaires telles que le 
déterminant [P, Q] ne soit pas identiquement nul, si g et h sont deux con- 
stantes quelconques, telles que le déterminant de la forme gV + AQ ne soit 
pas nul, et enfin si (aip 4- biq)^' est un diviseur élémentaire quelconque du 
déterminant [P, Q], on pourra poser les formules (45)- 

i7. Le coefficient de 5" dans [P, Q] est la valeur de [P, Q] pour/>=: g, q = h; 
en le représentant par [^, A], nous aurons 

i i 

48. A un exposant a correspond dans P un nombre ei de termes multipliés 
par «I et un nombre ei — i de termes multipliés par /<. Donc à un exposant ci 
correspondent ae/ — i termes dans P, et de même iCj — i termes dans Q^ lors- 
qu'on donne à P et à Q les formes (4^^) qu'on peut appeler canoniques. 

Si l'on a e/= I, le nombre des termes dans P ou Q se réduit à l'unité. 

Si tous les nombres Ci se réduisent à l'unité, on aura le cas le plus simple des 

formules (4^) sous la forme 

P = Sa/Ç/r,/, I 

(i = 1,2, ..., 71). 

Dans tous les cas, on pourra un peu simplifier les formules (44) en posant 

^ = 1, A = o, ^'=o, h' = i 

si [P] n'est pas nul, et 

^ = 0, /i = --ï, g'=i, h'=o 

si [Q] n'est pas nul. 

49. En résumé, étant données deux formes bilinéaires P et Q, si le détet- 
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minant de la forme pP -hqCl a p diviseurs élémentaires 

et ilimportepeu que les binômes {a^p + 6| q), . . ., {a^p + b^q) soient distincts 
ou non, on peut déterminer n fonctions linéaires et homogènes des y, soient 

et n fonctions linéaires et homogènes des x^ soient 

/e//e5 que, pour des valeurs données des constantes g et h et pour des valeurs 
convenables des rapports -J-y on puisse construire les nouvelles formes 

i 
i 

et, réciproquement, on pourra exprimer les x et les y au moyen des ^etdesr, 
de manière à reproduire les formes primitives. 

50. Soient maintenant deux couples de formes bilinéaîres 

P(^lr)» Q(^|j) 

et 

et supposons que les deux déterminants [P, Q] et [P', Q'] aient [les mêmes divi- 
seurs élémentaires. 

Nous déterminerons, d'une part, n fonctions linéaires et homogènes de jt, 
y2i • • • > JK/iî soient Ç{^ (t = i, 2, . . ., p; [x= o, i, . . .,^1 — i), et /i fonctions li- 
néaires et homogènes de x^, 0^2? • • • î ^nt soient Tjt 

(t==i,2, ..., p; V = 0, I, ...,e/— i); 

el, d'autre part, n fonctions semblables Çjj[ de y\y . . •^y*,, et n fonctions sembla- 
bles r/v de 0?^, . . ., o:^,, telles que l'on puisse mettre P, Q, P', Q' en employant 
les mêmes valeurs de g^ A, a, b sous les formes 

î 
i 

S. 7 
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11 est évident que P et P', Q et Q' ne différeront que par la notation et se 
transformeront les unes dans les autres quand on posera 

Mais ces équations sont des relations entre ^1,^2, ...,^/i et x^^x'^i --m^» d'une 
part, et^i,j^2> •••jJKwCtj^,,^'.^, ...,j^^ d'autre part. On a vu qu'on peut les résoudre 
soit par rapport aux x et aux y, soit par rapport aux a/ et aux y. En outre, les 
formes P, Q, P', Q', une fois qu'on a choisi g et A, ne dépendent que des divi- 
seurs élémentaires de [P, Q] et de [P', Q']. On a donc ce théorème, qui est la 
conclusion de tous ceux qui précèdent : 

Pour que deux formes bilinéaires V et (^ se changent simultanément en 
deux autres P' et Q' au moyen de substitutions convenables des x' aux x et 
des y aux y, il faut et il suffit que les déterm,inants des deux formes 

pP-hgQ et pP'-^qq' 
aient les mêmes diviseurs élémentaires, 

ol. Pour appliquer le théorème général précédent, il n'est pas nécessaire de 
décomposer eff'ectivement les deux déterminants [P, Q], [P', Q'] en diviseurs 
élémentaires. 

Si l'on considère les formes /i -h ^, /*'+'f') ^^ déterminera, pour chaque 
ordre de mineurs, les plus grands communs diviseurs de ces mineurs. En leur 
supposant un coefficient égal à l'unité, et en les appelant 

Ro(*)> Ri(0, R«(0, •••» 
r;(0, RUO, Ri(0, ..M 

l'indice o correspondant au déterminant principal et l'indice k aux mineurs 
d'ordre A*, il sera nécessaire et suffisant que l'on ait identiquement 

Rit(5) = Ri.(5) (A: = o, i,a, ...,fi — 1). 

52. Il sera encore utile pour la suite de démontrer directementque les formes(45) 
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obtenues précédemment, et où l'on a 



tfj -f- tfi -f- . a . -4- tf p = n , 
ffai-h hbi=z I 

admettent bien les diviseurs élémentaires (uip •+- biqYi, 
53. Posons 

P/ = «/(ÎTj)e,-A(5r,),,-„ 
Q/=^/(^i)^.-+-^($')Vl, 



(« = I,2, ,p), 



nous aurons 



Soient alors 



/?P/ -f- çrQ/ = {aip 4- biq){\r^ )^,. -+- {gq — Ay?) (Çtj)^,-!. 



«//> -^btq ^ Ui, gq--hp — v\ 



Ui et i^ sont deux variables indépendantes avec p qI q puisque le déterminant 
gai^- hbi n'est pas nul. 

Par suite, le déterminant de la forme /^Pi-f-ç^Q/ peut s'écrire 



o o 



o o 



Ui 



Ut o 



o Ç Ui 



V Ui o 



o o 



o o o 



Si nous cherchons de même le déterminant de la forme /)P + ^'Q, en posant 

P = 2P'' Q = 2^'' ^iP-^biq = Ui, 
i i' 

nous trouverons 



(46) 



[P,Q] = 



O o ... V Ul 
o a . . Ux o 


... o 
o ... o o 




V Ux a . . o o 

Ul o ... . o 


o ... o o 
o ... o 




o o ... o 
o o ... o 

o o ... 

o o ... o 


o o ... V Ul 
o o . . . Ul o 

. . ... .. . 

V Ul ... o o 
Ul o ... 












1 
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et nous ea conclurons que Ton doit avoir 

Or, on a évidemment [P/, Q/] =± w% et u^î sera le seul diviseur élémentaire 
de [P/, Q,], car, si l'on eflace la dernière ligne et la dernière colonne de ce déter- 
minant, on a un mineur du premier ordre égal à ± v^r*. Mais v est indépendant 
de Ui, eti^*i~* ne peut être divisé par m,-. 

Si l'on a ^/=i, Ui est évidemment le seul diviseur élémentaire de [Pi, Qi] 
qui se réduit dans ce cas particulier à un seul terme, le terme Ui. 

On aura ensuite 

[P, Q] = di aî'a?. . . w^? = JJ(a,/? -f- ^/^)^.. 

i 

On en conclut que les diviseurs élémentaires de [P, Q] ne pourront être que 
les puissances des diviseurs linéaires aip + hiq. Il reste à déterminer leurs 
exposants. 

54. Cherchons les déterminants d'ordre ts de[P, Q]. Chacun d'eux répond à 
une suppression de ts lignes et ts colonnes dans le déterminant principal. Si l'on 
observe la forme de [P, Q], on reconnaît qu'il est composé de déterminants par- 
tiels ayant en commun la diagonale principale avec[P, Q] lui-même. C'est ce que 
l'on a indiqué par des barres sur la figure (46) de ce déterminant [P, Q]. 

Supposons que l'on supprime m lignes et ts colonnes, et, pour fixer les idées, 
supposons que les k premières lignes et les k premières colonnes du mineur 
obtenu renferment les éléments non nuls qui restent après cette suppression dans 
le premier déterminant partiel [P/, Q/], k étant \k\ k'>k par exemple. 

Dans un terme quelconque du développement du mineur de [P, Q] entreront 
nécessairement un élément non nul de la première ligne, un élément non nul de la 
deuxième, etc., et ces éléments ne pourront appartenir qu'aux Ar'premières colonnes, 
les autres colonnes ne pouvant fournir que des éléments nuls dans les lignes 
considérées. Mais il restera encore A*' — k des premières colonnes dans lesquelles 
il faudra prendre un élément en dehors des A' premières lignes'. Cet élément sera 
nul. Nous concluons de là que les seuls mineurs de [P, Q] qui ne sont pas nuls 
ont la diagonale principale commune avec [P, Q] lui-même. 

Étant autorisés à ne considérer que les mineurs de [P, Q] qui ont la même 
diagonale principale que ce déterminant, représentons par [P/, Q/]''"*^ l'un des 
mineurs d'ordre m du déterminant [P/, Q/] ou ce déterminant lui-même si m = o. 
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Tous les mineurs non nuls d'ordre ts de [P, Q] pourront être mis sous la forme 

i 

OÙ Ton suppose 

^ m/ = m, 

i 

5o. Cela posé, soit ap -f- bg un quelconque des diviseurs linéaires de [P, Q], 
et soient, tirés de ceux des déterminants [P,, Q/] divisibles par ap -f- bq^ les di- 
viseurs {ap-h bqy», (ap -+■ bqY^^ . . ., {ap + 6y)*'-qui représentent tous les divi- 
seurs élémentaires correspondants de ces déterminants. 

Nous supposerons que les nombres eo, ^m • • •) ^r n'aillent pas en croissant. 

Si nous prenons mi=: i, pour les valeurs o, i, « . ., r de l'indice {, et que nous 
prenions précisément le mineur de [P/, Q/] obtenu en supprimant la dernière 
ligne et la dernière colonne, le mineur de [P, Q] qu'on formera ainsi en suppri- 
mant dans [P, Q] au moins r '\- i lignes et r4- 1 colonnes ne pourra pas être 
divisé par ap + bq. Donc les mineurs de [P, Q] d'ordre égal ou supérieur à rH-i 
n'admettent pas en commun le diviseur linéaire ap + bqj et, par suite, il n'y a pas 
plus de r -f- 1 diviseurs élémentaires fournis par le diviseur linéaire ap -f- bq. 

Cherchons maintenant l'exposant du diviseur ap + bq dans les mineurs d'ordre xs 
inférieur à r-h i. Soit p le nombre total des déterminants [P/, Q,], on a 

p — nj = (p — r — i)4-(r — m-hi). 

Puisqu'il n'y a pas plus de m nombres mo, /^i, . . ., mp qui ne soient pas nuls, 
il y en a au moins p — xs ou encore 

(p — r — f)-f-(r — TïJH-i) 
qui le sont. 

On pourra bien prendre nuls les p — r — i nombres m qui ne correspondent 

pas aux indices o, i , . . ., r ^ mais parmi ces derniers il faudra en prendre au moins 

r — m + I qui soient nuls. 

. DonC) dans le produit 

n[P/,Q/]t'».> 

apparaîtront au moins r — m + i des déterminants [P/, Qi] où i est égal à 
o, I, ..., r. Par suite, chaque mineur de l'ordre rode [P,Q] sera divisible par une 
puissance de {ap + bq) dont l'exposant sera la somme de r — ro-h i des nombres 
^0, ^1, . . ., Cf Cet exposant ne sera pas plus petit que la somme 
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D'ailleurs, si Ton égale à P unité les nombres mi auxquels correspondent les 
exposants ^0, ei, ..., ^nr-i ©^ à zéro les autres nombres m/, on peut former un 
mineur de [P, Q] qui admette ap-^-bq comme diviseur exactement au degré 
^cT"4- Cxs^K 4-. . .-h Br et qui soit d'ordre xs. On en conclut que (a/? + 6y)<'»+'+<'r 
est la plus haute puissance de ap + hq qui divise à la fois tous les mineurs 
d'ordre w de [P,Q]. 

Posons alors 

•0 = ^0 "^ ^1 "^ • • ~^ ^CT ■+"•••-+- ^r» 

/q — Co = /i = Cl -h ... -h Cjs -+-... H- ^rj 

••••' • > 

/|5j-l — Cct_i= /ct= Cct 4- ...-+- ^r, 



> 



ou encore 

/q, /| , . . ., /r seront les plus hauts exposants des puissances de ap + bq respecti- 
vement dans le déterminant principal, dans ses mineurs du premier ordre, etc./ 
dans ses mineurs de l'ordre r. Si l'on seVeporte aux définitions posées au début 
du Chapitre, on voit que 

sont les diviseurs élémentaires de[P, Q] qui correspondent au diviseur linéaire 
ap + bq. 

Les nombres e ne vont pas en croissant : c'est une condition à ajouter à celles 
qu'on a trouvées dans les définitions du début. 

06. Puisque les formes canoniques de deux formes bilinéaires Pet Q ne dépen- 
dent que des diviseurs élémentaires du déterminant [P, Q] et de deux constantes 
arbitraires g et A, on en conclut que si on laisse arbitraires g et /t, et si l'on fait 
une double substitution générale dans des formes canoniques construites 
a priori, on obtiendra les formes bilinéaires les plus générales correspondant 
aux diviseurs élémentaires que Von a choisis. 

S7. Dans le cas où le déterminant [P, Q] a n diviseurs élémentaires, plusieurs 
pouvant provenir de diviseurs linéaires égaux entre eux, les exposants ^o, <?i , .-m ^r 
sont tous égaux à l'unité. Les formes canoniques deviennent simplement 
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Réciproquement, le déterminant de la forme 

i 

admet les diviseurs élémentaires 

Il faut donc, pour que P et Q puissent prendre les formes précédentes, que le 
déterminant [P, Q] possède n diviseurs élémentaires. Mais [P, Q] renferme 
chacun de ces diviseurs à la première puissance; tous les exposants e sont égaux 
à l'unité, et, pour un même diviseur linéaire de [P, Q], on a 

lo—ii= I, 
/j — /, = I , 



En conséquence, un même diviseur linéaire du degré Iq de multiplicité fournil 
Iq diviseurs élémentaires dont les exposants e sont égaux à Tunité, et ce diviseur 
linéaire est commun à tous les mineurs d'ordre l^ — i. On a donc ce théorème : 

Pour que les formes P e/ Q puissent s^ écrire 

i i 

Çi et r\i étant respectivement des formes linéaires et homogènes des y et des x^ 
il faut et il suffit que tout di\^iseur de [P, Q] qui entre comme diviseur 
linéaire au degré l^>\ soit en même temps un diviseur commun de tous les 
mineurs de V ordre U — i rfe [P, Q]. 

58. Considérons enfin les deux formes bilinéaires 

(47) P= ^i^i-^-...-Hir«^«, 

(48) P'=^;yi+...-Ha?;,^;„ 

et supposons que l'on veuille par une double substitution linéaire passer de P à P' 
on posera 

et l'on en déduira 
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d'où 

11 est évident que l'on peut remplacer les y et les y par des fonctions quelcon- 
ques, pourvu que Ton respecte les équations (49) ou, ce qui revient au même, les 
équations (So), ces deux sortes de relations s'entrainant l'une l'autre quand on 
pose P = P'. 

Remplaçons en particulier les y par des combinaisons linéaires d*eux-mêmes, 
soit par exemple yi par 

de sorte que P deviendra la forme bilinéaire générale 

Q = Zaijxtyj. 

Remplaçons de même les y par des combinaisons analogues, soit j^|- par 
de sorte que P deviendra la forme bilinéaire générale 

on suppose que les relations (5o) sont conservées. On devra donc avoir 

(5i) J:a'ijyj= c/i(ai,^i-4-...-+-aiy,^„)4-...H-CM(an,^t-f-...-hart„7„). 

Peut-on satisfaire à ces relations (5i) tout en conservant les relations (49)? H 
faudra que Ton ait 

(5a) «il (Cii^i-f-. . .4-Ctfl^fl) -4-. . .-f-a;„(c«i^iH-. . .-+- Cnn^n) 

ou encore 

(53) a'i^Cij-h. . ,-\- ainCnj= Ciiaij-{'. , .-\-Cina„j («, y = i, 2, . . ., /i). 

Réciproquement, si ces relations sont satisfaites, on aura identiquement les 
relations (62) et, à cause des relations (5i), on aura 

Or, le déterminant des c n*étant pas nul et celui des a n'étant pas nul non 
plus, on remarquera que les relations (53) expriment que le produit du délermi- 
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5? 



nant des a! par le déterminant des c est égal au produit du déterminant des c par 
celui des a. Donc le déterminant des cd n'est pas nul, et les relations (54) entraî- 
nent les relations 



(49) 



^f = cn^t 4- . . . -H c/rt^/i 



Par suite, pour qu'une même substitution double 



(55) 



Xi = CtiX\ 






ramène à la fois P à P' et Q à Q', il faut et il suffit que les relations (53) existent. 

Mai's alors les déterminants des deux formes Q — wP et Q' — wP' auront mêmes 
diviseurs élémentaires, et réciproquement si Q — loP, Q' — wP' ont mômes divi- 
seurs élémentaires, on pourra calculer les relations (55), qui auront bien la forme 
indiquée à cause- de la forme spéciale donnée à P et à P'. 

En résumé, si l'on a les relations (53), les deux déterminants 



R(a>)=:. 



an— ci> ... ain 

• •■••■■ ••■ ••• 

a„i ... Qnn — W 



et R'(u>) = 



a 



1 1 



bi 



a 



in 



a 



/Il 



«rtrt— w 



ont mêmes diviseurs élémentaires, et réciproquement, si ce fait a lieu, on a 
les relations (55) et, par suite, les relations (53). 

Nous aurons à appliquer ce théorème final dans la théorie des équations diffé- 
rentielles. 



S. 
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CHAPITRE lïï. 

DES POINTS SINGULIERS. 



59. On peul faire remonter Tétude des points singuliers au célèbre Mémoire 
de Puîseux sur les points algébriques; mais le travail fondamental, relative- 
ment aux points singuliers des intégrales des équations linéaires, est celui de 
M. Fuchs. 

60. Nous avons supposé dans le Chapitre premier que la variable x décrivait, 
dans le plan des x^ un chemin quelconque partant d'un point initial x^ et con- 
duisant à un point terminus quelconque, ce chemin étant assujetti à la condition 
de ne passer par aucun point singulier des coefficients des équations différentielles 
linéaires (n*** 2 et suivants). Nous considérerons maintenant le cas, plus spécial, 
où le point terminus se confond avec le point de départ. La variable décrira donc 
un chemin fermé. Les éléments des solutions du sjstème 

(A) -^=^Zaijyij {t,j=\,i, ...,n) 

auront pris des valeurs nouvelles. Nous déterminerons l'influence que peut avoir 
sur ces valeurs un point singulier entouré par le chemin fermé décrit par la va- 
riable X. 

61. Nous supposons toujours que, dans une région T du plan, les fonctions a/y 
qui entrent dans les équations (A) soient uniformes et continues, sauf en cer- 
tains points que nous appelons singuliers. Quel que soit le chemin fermé suivi 
par la variable x, les coefficients a/y reprendront au même point du plan la même 
valeur. Ces fonctions sont d'ailleurs régulières en chaque point non singulier, 
c'est-à-dire sont développables dans un domaine convenable de chaque point 
x = a, en séries convergentes de la forme 

2Ar(a?-— a)** (/* = o, i, 2, . . ., x). 

Soient y<, ^2, ...,j',i 'es éléments d'une solution. Nous appellerons Y^jYj,..., Y,, 
les nouvelles valeurs de ces éléments, quand la variable ayant décrit un chemin 
fermé recommence à le parcourir. 

Cela posé, le théorème fondamental est le suivant : 

Si la variable indépendante revient à sa valeur initiale, les nouvelles va- 
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leurs Yij des éléments d'un système fondamental de solutions sont liées aux 
anciennes y ij par des relations linéaires et homogènes à coefficients constants 
de la forme 

(56) Y/y= Cyi^/, 4-...-+-Cy«>'/„ (z,y = i,a, ...,n). 

En efiet, si ron considère les fonctions qui dans le mouvement de la variables; 
partent d'abord des valeurs Y/y, on sait qu'on peut les exprimer linéairement au 
moyen des fonctions ^/y, ce qui démontre le théorème précédent. 

On remarquera que le déterminant des constantes G est différent de zéro; car 
les fonctions Y/y forment un système fondamental puisqu'elles continuent les 
fonctions ^/y, et il faut qu'on puisse exprimer les fonctions yij au moyen des 
fonctions Y/y. 

62. Supposons que le chemin fermé décrit par la variable n'entoure aucun 
point singulier. Nous allons montrer que les fonctions ^,y sont uniformes et que, 
par suite, les relations (56) se réduisent à la forme 

Y/y = yij. 

Il existe un domaine du point de départ x^ où les fonctions a sont régulières. 
Sans sortir de ce domaine, allons à un point X\ . Il existe, dans le domaine consi- 
déré, n fonctions ^1, ^2? • • •? yn satisfaisant aux équations (A), et qui ont au 
point Xfi des valeurs arbitraires Trj,o, . . ., 7i,io. Quand la variable x sera parvenue 
en X\^ les fonctions y auront des valeurs bien déterminées 71h> •••> ^ms- Le 
point X\ n'est pas un point singulier des coefficients a. Il existe pour ce point 
un domaine dans lequel la variable x pourra passer du point X\ à un point X2 
et les fonctions y passeront des valeurs 7)«i, ... 7i,h aux valeurs déterminées 

En avançant ainsi de proche en proche, on arrivera à un point terminus quel- 
conque. Nous supposons dans ce Chapitre que nous revenons au point x^ lui- 
même. 

Cela posé, remarquons que les domaines successifs sont formés de cercles qui 
empiètent les uns sur les autres. Prenons arbitrairement un point x\ dans la ré- 
gion commune aux domaines des deux points x^ qIx^ ; puis prenons un point x[^ 
dans la région commune aux domaines des deux points x^ et x^i etc. 

Joignons le point ^0 au point x\ par un chemin quelconque tracé dans le do- 
maine du point j^oj. puis le point x\ au point x'^ par un chemin quelconque tracé 
dans le domaine du point x^^ etc. 

Nous pourrons substituer le chemin XfiX\x'^. . . au chemin X(iXxX2' . •• 

En effet, on peut évidemment substituer au chemin nouveau le chemin obtenu 
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en allant du point Xq au point x\y du point x\ au point Xi dans la partie com- 
mune à deux domaines, du point ûCi au point x\ parle même chemin, du point x^ 
au point ^2» du point a:^ ^^ point X2 et du point 0:2 au point x'^ sans sortir de la 
partie commune à deux domaines, etc.; or le chemin direct XoXi et le chemin 
Xox\ Xi conduisent aux mêmes valeurs tj h, . . . , 7);,<, car on n'est pas sorti du do- 
maine du point Xo] le chemin XiX\x[^X2 et le chemin direct ^<ar2 sont de même 
équivalents, etc. Il est en outre évident que le chemin x\Xi par exemple, étant 
décrit successivement dans les deux sens, ne change pas la valeur de la fonction 
et peut être supprimé. 

II résulte de là que, connaissant les valeurs initiales des fonctions ^'1,^2? ••m^/i 
au point ;r0, on peut revenir à ce point Xq par deux chemins fermés voisins dif- 
férents sans changer les valeurs initiales des fonctions Y. 

Mais alors, si le chemin fermé décrit par la variable x peut être déformé dans 
la région T d'une manière continue en ne rencontrant pas de points singuliers, 
on pourra le réduire au point Xq lui-même. C'est ce qu'expriment les relations 

En résumé, les éléments des solutions du système (A) sont des /onctions 
uni/ormes dans toute région qui ne renferme pas de points singuliers des 
coefficients a. 

63. Les relations (56) sont caractéristiques des solutions des systèmes (A) 
d^équations différentielles linéaires et homogènes. 

Soit, en effet, D le déterminant, supposé différent de zéro, de n^ fonctions 
yij (i^j = 1, -î, • . ., n) d'une variable indépendante x^ régulières en tous les 
points X, sauf en des points singuliers, lorsque la variable reste dans une ré- 
gion T du plan. Supposons que cetle variable x décrive un chemin fermé ne 
passant par aucun point singulier et revienne à sa valeur initiale. Si les n^ fonc- 
tions prennent des valeurs nouvelles liées aux anciennes par des relations linéaires 
et homogènes à coefficients constants, telles que les relations (56), ces fonctions 
forment un système fondamental de solutions d'équations de la forme (A), dont 
les coefficients a sont uniformes, et n'ont pas d'autres points singuliers que les 
points singuliers des fonctions. 

Nous démontrerons cette proposition en formant un système d'équations tel 
que (A), auquel satisfassent les n solutions 

ytjf yijt •••» ynj (y = 1,2, ...,/*). 

Nous aurons, en général, les relations 
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et nous en lirerons 



Da,p = 






• ••• ■••• • 



V, ^ V 

y in • • • I ' ' • ynn 



c'est-à-dire que nous pourrons calculer les coefficients a. 

Ces coefficients sont exprimés par le rapport de deux déterminants. Le déno- 
minateur du rapport est toujours D; le numérateur est le résultat obtenu en 
remplaçant dans D les éléments d'une colonne par les dérivées des fonctions j'/y. 
Les éléments des deux déterminants prennent des valeurs nouvelles liées aux 
anciennes par des relations linéaires et homogènes à coefficients constants de la 
forme (56), quand la variable x a décrit son chemin fermé. Les constantes sont 
les mêmes pour les éléments homologues des deux déterminants qui forment le 
rapport. Les deux termes du rapport sont donc multipliés par le même détermi- 
nant des constantes. Donc le rapport ne change pas et les fonctions a sont des 
fonctions uniformes. 

Il résulte du calcul des coefficients a qu'ils ne peuvent avoir d'autres points 
singuliers que ceux des fonctions yij elles-mêmes. 

Enfin, le déterminant D étant difTérent de zéro, les fonctions yij forment un 
système fondamental de solutions du système d'équations difTérentielles 

(A) -^ =a/i^i -+-... -4- a//»7«. 

64. Prenons l'exemple donné par M. Tannery. 

Soit y(j^, a:) = o une équation algébrique rationnelle, entière et de degré n 
enj\ Cette équation définit n fonctions ^i, j^2> •••? J'n qui sont régulières en 
tous les points du plan, sauf en des points singuliers algébriques. Si la >ariablc 
décrit son chemin fermé, ces n fonctions prennent des valeurs nouvelles liées aux 
anciennes par des relations telles que les relations (56) et même de la forme la 
plus simple. En effet, en un point x, l'une de ces fonctions doit rester la même, 
ou être remplacée par l'une des autres, après que la variable a fait le tour du 
point X. Cela résulte de ce que l'équation algébrique ne peut fournir que n fonc- 
tions^ différentes. 

Les dérivées successives des fonctions y seront des fonctions satisfaisant aux 
mêmes relations que ces fonctions elles-mêmes. Nous considérerons comme in- 
connues auxiliaires ces dérivées jusqu'à celles de l'ordre n — i inclusivement. 

Déterminons y par la relation algébrique 
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du degré n en y. Les /i^ fonctions inconnues que déterminera cette équation sa- 
tisfont à un système différentiel tel que (A), lorsque leur déterminant vl est pas 
nul, c'est-à-dire quand elles sont linéairement indépendantes. Dans le cas con- 
traire, le système différentiel renferme moins de n inconnues. 

65. Faisons le calcul. 

On peut trouver deux polynômes A et B, tels que l'expression 

soit indépendante de y. A et B seront deux polynômes entiers et rationnels en y 
et X et de degrés respectifs au plus n — 2 et n — 1 par rapport à y. Or on a 



on aura donc 



si y satisfait à l'équation 



dy dx dx ' 

B^^ B^ 
dy _ dx dx 

dx"'^ ^df "" <p 

dy 

f(y, X) = o. 

Au moyen de l'équation / (j', x) = o, on peut réduire les puissances de y au 
plus à l'exposant n — i et l'on aura 

dx o 

P . ' ■ 

— étant une fonction rationnelle en x et un polynôme en y au plus de degré n — i . 

On aura ensuite 

£!>: = ^(^) =^, 

dx^ dx \ ^ / «p* 

P Pi 

-~ étant une expression de même nature que — • 

En continuant ainsi, on pourra poser, en appelant yi une solution quelconque 
de l'équation algébrique, 

"y^ — Ll — A« -4-A«v. -4- -4- A* . v?-* 
^*^' — L! —A» o-A'v. -^ -+-A* , v*»-* 



^^— — — -Ao -+-A4 ^i-+-...4-A,, ^1 . 
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Entre ces n équations on peut éliminer les n — i puissances jk?? y?, ••mJ^ÎS 
et il restera une relation qui, développée, se présentera sous la forme 



OU, comme Ton sait, sous la forme équivalente 



dv 

Uo -^ H- U,^„ -♦-. . .-4- \}n--\yt -^ ^ny\ = O, 



dUç _ 



dx 



= yk^\ 



(A: = I, a, .. ., n— -i) 



On obtient ainsi le résultat demandé. On remarquera que tous les coefficients U 
sont uniformes comme fractions rationnelles de x. De plus, les points singuliers 
ne peuvent provenir que des équations cp = o ou Uo = o, ou de Péquation que 
l'on obtient en égalant à zéro le coefficient dejK" ^^^^/{y^t ^) = o. 
Le seul cas qui prête à discussion est celui où Ton a 



Uo = o, 



ou encore 



U.= 



A* 


AI 


• * • 


Ail_. 


A3 


A| 


• • • 


AA-, 


• • • 


• • ■ 


• • • 


• • • • 


A** 


A? 


... 


A» 



= o. 



Or, considérons le déterminant D, on a 



D = 



yi 


yt 


dyx 

dx 


dyt 

dx 


d'^-'yx 

dx'^-^ 


d'^-^yt 



yn 

dyn 
dx 

dx"-^ 



A.Q 



yt 



Aî^i 



Aï v"-! 



Aq -H A|^t "*"•••"+* A;|_jJ^j ... 



I 


yt • 






O i o 


• 


■ • • 


■ . « • • • 


X 


AJ A? A| 


• 


• • • 


• • • • » • 




• • • • • 


I 


yn . 


• • y a 




An Al» AA 

i\Q /\j Aj 



Le premier facteur est le produit des différences deux à deux des quantités 

y^ —yn- 

Le second facteur est la quantité Uo elle-même. 

On voit par là que si les fonctions y^j y^j • • •> yn sont linéairement indépen- 
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(lantes, l'équalion Uo=o ne peul être satisfaite que parles points singuliers, 
c^est-à-dire par les valeurs de x qui annulent D exceptionnellement. 

Dans le cas où l'on a identiquement Uo= o, les n fonctions^ étant supposées 
distinctes, on aura D = o, c'est-à-dire que ces fonctions, quoique distinctes, ne 
sont pas linéairement indépendantes. 

Dans ce cas, l'équation différentielle 



dxn 



Uo -Ht 4-. .. = O 



s'abaisse à un ordre moindre, ou, ce qui revient au même,|^le système différentiel 
équivalent peut être ramené à renfermer moins de n équations différentielles. 

66. Revenons aux relations (56) qui relient entre elles les valeurs nouvelles et 
les valeurs anciennes des éléments d'un système fondamental de solutions. 

Considérons à la fois deux systèmes fondamentaux de solutions dont nous re- 
présenterons parj^iy-et 7j/y les éléments. Soient Y/y et H/y leurs nouvelles valeurs. 
Nous devrons avoir les deux systèmes de relations à coefficients constants 

Y/y = /yi J^/i -h. . .-+- Ijnytny 

H/y = Xyi T,/i -h . . . 4- "kjn T^ta ( 'ly = I , ^ ,•••,« ), 

et les deux déterminants L et A des constantes / d'une part, X de l'autre, seront 
différents de zéro. 

Exprimons les éléments iq/y en fonction des éléments ^'/y. Les relations sont à 
coefficients constants et de la forme 

et nous en tirons 

H/y = Cyi V/t -h ... 4- Cjn^in- 

Il résulte de là, en développant les deux expressions de H/y 

Uij = (Cyt /ii-f-. . .-h Cya /rti)^/i-h. . .-f-(Gyi /irt 4-.. .H- Cy« lnn)jUn^ 
H/y = (Xyi Cm -h. . .4- XyrtG„i)^/i 4-. . . 4- (Xyt Ci/14-. . .4- '^jnGnn)yiny 

que l'on a 

Gy 1 l\i-^ ' . . 4- Ctjn ^ni = Xyi Ci/ 4- ... 4- Xy^ C/i/ ". 

on en conclut (§ 58, Chapitre H) que les dwiseurs élémentaires du détermi- 
nant 

l\i — w ... Inx 



R(w) = 



• • • • • • 



t\n • • • */i/i ""• w 
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ne dépendent pas du choix du système fondamental de solutions qui sert à 
former ce déterminant. 



67. Posons en général 



Yi7 = /yij/i -+-. . .H- IjuXiny 



les coefficients / étant indépendants de Tindice i. Nous venons de voir que le dé- 
terminant 



R(to) = 



ln\ 



• • • 'fin — to 



conserve les mêmes diviseurs élémentaires quand on change le système fonda* 
mental de solutions. 

On a vu d'autre part (Chapitre II, §53, équat* 46) qu'on peut former a priori 
un déterminant 



R'(w> = 



• . • 

I a)| — 10 








W|— tu 

I tOi — w 

• • a 

I Wj (0 











ayant les mêmes diviseurs élémentaires que le précédent. Il résulte de là que l'on 
peut faire une double substitution de la forme 



Yij = Gjiy'i , -h . . . -4- Gy„ y'in , 

T'ij = CijTfi -4-. . .H- CnjTinj 



qui ramène à la fois la forme 

à la forme 
et la forme 
à la forme 



*^/ 1 ^ 1 1 "^ • • • "^ ^in * in i 



^ilj'il -f- • • . -4- ^inyin 



^'ixy'ix 



9 • 



r f 

"^ in y in i 



les y' et les Y' étant les anciennes et les nouvelles valeurs des éléments qui cor- 
respondent au déterminant R'((o). 

S. 9 
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Or, si l'on considère la forme de ce déterminant R'(w) par rapport aux coef- 
ficients qu'on appelait / d'une manière générale, on voit qu'on a les relations 
importantes pour un système choisi ^y- de solutions 



• 

\ 1 ji> = to^yi, k, -h yif^k'- 1 » 



On a donc ce théorème remarquable : 

Soient (lo, — w)<*i, . . ., ((Op — co)^? les diviseurs élémentaires du déterminant 
R(a)), et il importe peu que les binômes tui — co, ..., Wp — w soient distincts 
ou non, on peut trouver un système fondamental de solutions dont les élé- 
ments se groupent d'après les relations 

Yi2 =a>/,y/i -^J'/l, 



Yt>,, = i*ihy/,eh -^ ytscu- 1 » 



( to>i — (i))^/' étant Vun quelconque des p diviseurs élémentaires de R ((o). 

On peut arriver à ces relations en partant d^un système fondamental quel- 
conque de solutions^ et en substituant à ses éléments d^ autres éléments qui 
leur soient liés par des relations linéaires indépendantes et à coefficients 
constants convenablement choisis, 

68. La seconde partie du théorème précédent conduit à la question intéres- 
sante du choix des coefficients constants qui permettent de passer d'un système 
fondamental au système spécial défini par le théorème. 

Soit o>i — o) un diviseur linéaire quelconque du déterminant 



R(u)) = 



lit — W ... lin 



• . ... 



Ifll • • • */!« W 

correspondant aux éléments yij d'un système fondamental de solutions; on a, 
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par suite, 

L'équation R(o))=:o s'appelle, d'après M. Fuchs, V équation fondamentale 
déterminante ou simplement l'équation fondamentale. 

Soient (ca, — w)^», (wi — w)^«, ..., (ta, — (o)*r-i les plus hautes puissances 
de ti), — w qui divisent respectivement R(o)), puis tous ses mineurs du premier 
ordre, . . . , enfin tous ses mineurs de l'ordre r — i. On sait que les nombres Ao. 
/<!, . . ., hr^\ ne peuvent aller qu'en décroissant, et que leurs différences suc- 
cessives 

/lo — Al = Cq, /il — ^2=^1, ..., h,.—^ — hr—\=^Cr—tj A,._i=e,._i 

ne peuvent pas aller en croissant. 

Puisqu'il doit exister une solution satisfaisant à la relation 

si Ton a 

et, par suite, 

on devra pouvoir satisfaire aux conditions 

Or le déterminant R(w) admettant le diviseur linéaire cj, — w, on voit déjà 
que les conditions (58) sont compatibles. Ensuite tous les mineurs de R((o) s'an- 
nulant pour w = to, jusqu'à ceux de Tordre r exclusivement, on pourra exprimer 
gti gly , . • , gfi en fonctions linéaires et homogènes de /• constantes arbitraires. 

Il y aura donc r solutions w/y (/ = i , 2, . . . , n *, y r= 1 , 2, . . . , r) linéairement 
indépendantes, satisfaisant à la relation 

U/y = Wi M/y 

et donnant par combinaisons linéaires toutes les autres solutions qui satis- 
font aux mêmes relations, 

69. Ces /• solutions étant déterminées, il existera des solutions u\j, satisfaisant 
aux relations 

U/y, = coi ii]j, -h u]j,_ , , 

si tous les diviseurs élémentaires fournis par w, — w ne sont pas simples. 
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Pour trouver ces nouvelles solutions, nous supposerons qu^on a choisi pour 
svstèrne fondamental un système de solutions où entrent les fonctions déjà cal- 
culées Uij(i= 1,2, . . ., /i; y = I, 2, .. ., r). Ce système peut être considéré 
comme fondamental, car on peut évidemment prendre arbitrairement les valeurs 
de r désignées des quantités gt , ^21 » > "> gn* Soient giy g2^ gri • • • ces quantités. 
Si le déterminant 



8 = 



^11 



gn 



ê^lr ' ' • ffrr 



n^est pas nul, on pourra substituer, quelles que soient les valeurs que Ton cal- 
cule pour gr^i, ffr^iy • • •> ffn^ le Système w/y, yij- au système primitif, sans que 
le nouveau système cesse d'être fondamental. 
Alors les relations (67) prendront la forme 



(57a) 






Y/» = l'ni W/l -H. . . -4- Inr^ir "H ^«,r+i^/, 



;-»-l 






70. Nous montrerons tout d'abord qu'il existe une relation de la forme 

où f / est une fonction linéaire homogène à coefficients constants des mj, et avec 
la condition 



«i= ^i w/|-t-...-^^>|>-+-/?',.4■lr/,r-l-t-^...^-^i///l, 



qui entraîne 



^l = ^1 U/i -4- . . . -h g^r U/r -H ^)m-i Y/,,.h-i -4- . . . -4- ^J, Y/ „ . 



Il faudra que Ton ait 






^r+UfiXin) -*-• • 



^/l>'/« ) -H ^1 W/1 -4- . . . X,. W/r. 
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On lire de là les équations de condition suivantes : 



ffr-i-i «/•4-i,l 



"*"•••"+" ffn 'n I 



= >„ 



C58a) 



ffr+l (*/•+!, r+l w) -4-. . .-4- ^/»*/i,r+i 



A/., 



ê^r+.i «r+i,/i 



-+-.-. -+-/?/»(^/»/»--w) = O. 



Ces équations ne renfermant pas g\^ • • •t grf ^^ pourra prendre ces quanlilés 
égales à o et poser simplement 



(59) 



W* = ^r+ir/,/H-l -+-. . .-^ ^rt^'Z/i- 



Mais alors les quantités ^^.+ ,, • • . , g'nj qui sont seules à déterminer, devront 
pouvoir se tirer des équations (58 a) auxquelles elles satisfont. 

Effectivement, si l'on prend les n — /• dernières équations précédentes, le dé- 
terminant des coefficients l' correspondant est un mineur de Tordre r du déter- 
minant 

(l)| (W 



R'(<o) = 



(1)1 O) 



l' 



^/i,l 



O 



'r+i,/*+i ^ 







^«/i— «*> 



relatif au système de solutions (S^a) et qui a les mêmes diviseurs élémentaires 
que le déterminant K(co). Si ce déterminant mineur est nul, les dernières équa- 
tions (58a) sont compatibles, et de ces équations on tirera les valeurs de 
ffr-i-i î ' • "i ff'n ^^» *^ ^'^^ veut, ensuite on aura les valeurs des inconnues X| , . . . , 
V par les premières équations (58 a). 

71. Examinons le déterminant R'(a)). Il est égal à (toi — co)'" x R«(w) en po- 
sant 

Ri(w) = 



'//,/ + ! 



n n ^ 



Or R'(<o), ajant les mêmes diviseurs élémentaires que R(cj), est divisible par 
((Ui — <o)^o, donc R| (w) est divisible par (coi — w)*»"''. Les mineurs du premier 
ordre de R'(w) seront divisibles par ((0| — (o)^i. En particulier, chaque mineur, 
égal à ((U| — a))'*M<R|(a)), où M^ est la caractéristique d'un mineur du premier 
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ordre, est divisible par(a)| — a>)*i et, par suite, chaque. mineur M| Ri(w) est di- 
visible par (ti>< — ti>)*i~''. 

De même chaque mineur du deuxième ordre deR« (o)), représenté parM2R| (w), 
est divisible par (tOi — (o)^i~'*, etc. Enfîn, chaque mineur de Tordre /• — i de R| (oj) 
sera divisible par (cO| — a))^r-i-'*. On pourra le représenter par Mr_iRi(w). 

Discutons ces résultats. 11 faut d'abord écarter les puissances (wi — to)^"'' dont 
les exposants ne seraient pas positifs. Comme les nombres ho, A|, . .., //^^^ vont 
en décroissant, on voil que le nombre r séparera cette suite de nombres en deux 
autres, l'une h^^ /i|, ..., hs^.t de nombres plus grands que r et l'autre //,, ..., 
/ir-i de nombres plus petits que r. Les premiers seront seuls à considérer. 

En conséquence, nous dirons que le déterminant Ri((o) et ses mineurs d'or- 
dres successifs admettent jusqu'à l'ordre s exclusivement les diviseurs respectifs 

Deux cas pourront se présenter. On pourra avoir Ao= /*; alors les solutions 
«in ..., w/r seront toutes les solutions distinctes correspondant à la racine o)i. 
Dans le cas de /iq = /', on sait que le diviseur (wi — lo)'" fournit r diviseurs élé- 
mentaires simples. Nous nous trouvons d'accord avec la théorie des paragraphes 
précédents. 

On peut avoir /io>> r, alors coi est racine de R4(io)=:o, et le calcul préparé 
plus haut montre que l'on peut former s solutions indépendantes, telles que 
l'on ait 

(60) u;- = w,«; -hcp/(z/,y), 

où cp est la caractéristique d'une fonction linéaire et homogène à coefficients 
constants. 

La fonction cp/ satisfait, comme les éléments w/y eux-mêmes, à la relation 

Soient wj- , (y'=i, >., ...,5) les nouvelles solutions. Toutes celles qui satisfont 
au\ mêmes relations (60), pouvant être obtenues par le même procédé, ne pour- 
ront être que des groupes de fonctions linéaires et homogènes des u et des w'. 

Il ne peut y avoir entre '^/i, ..., cp/, aucune relation linéaire et homogène à 
coefficients constants, sans quoi l'on pourrait former une fonction linéaire et 
homogène avec «;,, ..., «',-, satisfaisant à la relation 

U/ = toj u'i. 

Celte solution serait bien distincte des «/a, puisque les w' ne dépendent que desj'. 
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Il y aurait donc plus de r solutions satisfaisant à la relation 

ce qui est contraire à l'hypothèse. 

Maintenant, puisque 'j/«, ...,cp/, sont des fonctions indépendantes, elles peuvent 
remplacera des solutions </,«, ..., Uir et porter les mêmes noms, de sorte que 
l'on peut écrire, sans nuire à la généralité, les relations 



(61) 



(y = 1,2, ..,/•), 



U/y = tOiW/y 



OÙ entrent les anciennes et les nouvelles valeurs d'un système fondamental choisi 
de solutions des équations (A). 

72. Nous pouvons, avec un changement d'indices, écrire les équations précé- 
dentes sous la forme 



(62) 



U/y = w, Uij 



0=1, 2, ...,r — 5), 

(y'i = r — .V ), 



Les autres équations (61) en Y conservent les mêmes notations et le même 
ordre. 

L'équation fondamentale, tirée des équations (62), prend la forme 
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H" (10) = 



t»>i — (I) 



tU| — (l> 



(«1 OJ 

I (ï>i 10 



(i>l — w 



ll)l — II) 



Rj(to) 



— o 



en posant 



R,(a>) = 



luJ-^ 



^nJt 






'««— w 



et ya = /• -h 5 -I- I . En outre, on emploie une forme aussi abrégée que possible 
pour la représentation de R"(co). 

R''(oj) a les mêmes diviseurs élémentaires que R(w). De plus, un déterminant 
IV, (to), tiré de R''(ti)) comme Ri(w) est tiré de R'(w), aurait le môme diviseur 
commun à tous ses mineurs de chaque ordre que P|((o). 

Un déterminant tel que 



tui — tu 



(Of — w 



admet un diviseur simple (coi — (o)^. 

Développons par la règle de Laplace un déterminant quelconque de la forme 



I 
a 



a 



o o 

iji\ 10 O 

b c . . . / 



« • • ■ • • * 



b' 



c' .,. r 



en nous servant des deux premières lignes; nous voyons qu'il sera égal à 



a>i — tu o 

I <Oi (O 



o « • ■ » 



' • • • • • • 



c • • • l 



c'est-à-dire qu'il sera divisible par (ti>i — (o)*. 
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Il résuUc de là que les mineurs de R"((o), formés en employant les r-+-5 pre- 
mières lignes, seront divisibles par ((0| — (0)''+' et, par suite, un mineur quel- 
conque d'ordre ra de R2(c«>) sera divisible par h^s — [r -\- s). 

Comme précédemment, il faudra chercher un nombre t lel que tous les nombres 
/io, A| , . . . , ht^^ soient plus grands que r -\- s e\. les autres nombres A/, • . . , Ar_« 
plus petits. 

Si Ton a 

alors les solutions w^-,, ..., w)^ (^voir les équations 62) sont toutes les solutions 

distinctes correspondantes à la racine (Of. 

Mais si Ton a 

/lo > r -h s, 

alors (0| est une racine de R2(w) = o, et nous pouvons continuer le calcul de la 
manière suivante. 
Posons 

(t>i j , 

De ces équations (63) nous pourrons tirer t systèmes de valeurs distinctes 
pour ^y^, . . . , ^îi et former t solutions 

linéairement indépendantes entre elles, et linéairement distinctes des fonctions 
déjà formées, puisqu'elles dépendent des y. Or, si Ton multiplie les dernières 
équations (62) parg'J^, ..., ^*, et si Ton ajoute, on voit que la solution (v/ satis- 
fait aux relations 

(64) W/= tMi(Vi-^^i{Uiu ...,a/^), 

en représentant par ^/ une fonction linéaire et homogène à coefficients con 
stants. 

Les t solutions Wi permettent de former toute autre solution satisfaisant aux 
relations (64), car on a suivi une marche de calcul qui doit toutes les fournir. 
Entre les fonctions ^i^, ... , ^u il ne peut y avoir aucune relation de la forme 

où a, • . . , X sont des constantes et / une fonction linéaire et homogène à coeffi- 
cients constants, car il existerait une fonction linéaire et homogène de nvi, . .., 
S. 10 
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iVit, qui, n'étant pas une expression des solutions w/i, ..., a/r, jouirait des pro- 
priétés des éléments u'j ce qui est impossible. 

On remarquera aussi que t est au plus égal à s, car, s'il en était autrement, 
par l'élimination des w' on pourrait former une relation 

On aurait pu voir aussi que s est au plus égal à /*. Toutes ces remarques sont 
bien d'accord avec la théorie déjà connue. 

73. La méthode suivie peut évidemment s'appliquer indéfiniment, et l'on re- 
trouve sous une autre forme les propositions du n° 67. 

74. Après avoir tiré tout ce qu'il est possible du diviseur (U| — o> de R(w), on 
pourra former un système fondamental de solutions 



satisfaisant aux relations 

(64) 



Yik 



(A = 1, 2, . . ., Ao)i 



les quantités (0|A étant égales à zéro ou à l'unité, à l'exception de a)|, et aux rela- 
tions 



(65) 



Y/y = Gyi Mil -f- ... -H GyA, M/,a, -h GyA,-»-l>'/,A.-»-l 4- ... -4- Gj„yin- 



On pourra raisonner sur l'équation fondamentale 



R(a>) = 



Wi — w 

I 0)i — tu 



I W| — (I) 



U)| O) 



0)| 0> 



I (l)| — w 



R'(u)) 



= o, 
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OÙ Ton a 



R'(ct>) = 



GA,-+-i,Afc-4-l — ««> ••• Gfl,A,+l 



G* 



,+l,» 



I 

. . . 0„n — W 



comme on a raisonné sur R((i>). 

En outre, si Ton forme le système d^équations 



(eu,— w)/n, -f-GA,4-i,i 

wit 'w, -h (0)1 — 0)) /n, -t- G;,.-Hi,i 






= o 
= o 



{G/i,+i,A,4-i — w)'WA,-t-i-+-- • .H- G|,/4,^-im« =0 



GA,-hl,j 



'w/i,-*-! -+-... -+-(G/,„—w) m,* = o 



on pourra le résoudre en prenant pour w une valeur (O2 différente de (o< et annu- 
lant R((<>), puis en calculant les valeurs proportionnelles de f7ih^^^ >••, m„^ et 
enfin en calculant successivement les autres inconnues m, dont chacune a pour 
coefficient (U| — coa dans une des premières équations. 

On en conclura, comme au n^ 68, qu'on peut former un système fondamental 
de solutions 

W/A (A = I, 2, . . .^ Ao-h /ij,), 

Xik (A* = A^H- A'o-+- I, . . ., n), 

où les h'^j A^ premières solutions sont particularisées. 

En partant de ce système fondamental et par des raisonnements analogues aux 
précédents, on pourra former des systèmes fondamentaux de plus en plus parti- 
culiers, jusqu^à arriver à la réalisation complète du théorème énoncé au n° 67. 

75. Nous devons maintenant traduire les théorèmes démontrés Jusqu'ici en 
supposant le point initial situé à Tinfini. 

Reprenons les équations (A) et remplaçons-y la variable x par la variable ->> 

de sorte que, quand x devient infini, x' devient nul. Il suffira alors d'étudier le^ 

fondions y dans le domaine de l'origine x'= o. 

On aura 

dy dy dx' __ dy dy 

dx dx' dx dx dx* 

et les équations (A) deviendront 



(A') 



^yi __ 



dx 



= «/iri-^-----^«i«J'/»i 
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en appelant a' ce que devient une fonction a divisée par o:'^, changée de signe et 
exprimée au moyen de la variable ud , 

Le sjrstème (A') étant de la même forme que le système (A), on pourra lui 
appliquer tous les théorèmes démontrés précédemment. Le point a:'=o pourra 
d^ailleurs être un point singulier ou non singulier des fonctions a! , 

76. Si l'on considère Téquation différentielle linéaire et homogène d'ordre n, 
on sait qu'on peut en faire Tétude au moyen d'un système d'équations linéaires 
et homogènes équivalent. 

On obtient alors les théorèmes suivants qu'il suffit d'énoncer. 

L Si la variable indépendante revient à sa valeur initiale, les nouvelles 
valeurs Y/ des intégrales d'un système fondamental sont liées aux anciennes 
yi par des relations linéaires et homogènes à coefficients constants de la 
Jorme 

(66; Y,= C|i^, -^...■+-c/«^rt (« = 1, 2, ..., n) (n°6i). 

IL Les relations précédentes se réduisent à 

si le chemin fermé décrit par la variable peut être déformé d'une manière 
continue sans rencontrer de points singuliers j usqu' à être réduit à un point; 
les fonctions y sont uniformes dans la région où cette hypothèse est réalisée 

(n«62). 

IIL Les équations (66) sont caractéristiques des intégrales d'une équation 
différentielle linéaire et homogène d'ordre n. 

C'est-à-dire que, si n fonctions j^i, ** ^^ yn linéairement indépendantes pren- 
nent des valeurs nouvelles liées aux anciennes par des relations linéaires et 
homogènes à coefficients constants, telles que les relations (66), ces fonctions 
forment un système fondamental d'intégrales d'une équation linéaire et homo- 
gène d'ordre n, dont les coefficients sont uniformes, et n'ont pas d'autres points 
singuliers dans la région considérée que les points singuliers des fonctions y, 

IV. I^s diviseurs élémentaires du déterminant 



R(to) = 



Cn— w ... Cxn 

Cjix ... C,ifi — O) 



ne dépendent pas du choix du système fondamental d'intégrales qui sert à 
former ce déterminant. 
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On sait déjà que M. Fuchs a donné à l'équation R(<o) = o le nom Adéquation 
fondamentale déterminante relatii^ement au point ^ = o. 

V. Soient ((0| — w)^i, . . ., (wp — w)*"? tes diviseurs élémentaires du détermi- 
nant R(ci>), on peut construire, en partant dhin système fondamental quel- 
conque dHntégrales, un système fondamental dont les éléments se groupent 
diaprés les relations 



Yefc = w/,r«'fc-^^o.-i» 



(toA — co)Oi étant l'un quelconque des diviseurs élémentaires du déterminant 
fondamental R((o). 

VI. Si le point initial est à l'infini, on remplacera x par -; et, au lieu de l'équa- 

•*' 

lion difTércntielle 

fi» y rf« - » y 

OÙ la variable est x^ on considérera une équation de même forme où la variable 
sera x' , 
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CHAPITRE IV. 

DE LA FORME ANALYTIQUE DES ÉLÉMENTS DES SOLUTIONS 



77. On sait, depuis Euler, intégrer complètement les équations et les systèmes 
linéaires et homogènes à coefficients constants. 

Considérons d'abord une équation linéaire, homogène et à coefficients con- 
stants de la forme 



(67) 



dn Y d"-^ y 



Cette équation peut être remplacée par le système équivalent 



(68) 



dx 



-^ P\y\^'*'-^Pftyn = ^, 



dyk _ 



dx 



= yk-\ 



1 



(A- = 2, 3, . . ., w) 



On intègre ce système en posant 



— /i. t>rx 



yk= ckc 



et en déterminant les inconnues par les conditions 



(69) 






Ces équations (69) entraînent la relation 



(70) 



F(r) = 



^-^ P\ Pi Pi 

— I r o 

o — I r 



Pn 
O 



/* 



= O. 



L'équation F(r) = o est appelée Véquation caractéristique. 
Si Ton élimine directement les inconnues C, on a 



C3r»= C,r 



= C,, 



C„r«-i=C,, 
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et, par suite de la première équation (69), 

F(r) = r^-h /?ir«-*-f-. ..-h /?«= o. 

Les diviseurs élémentaires du déterminant F(/*) se confondant dans le cas des 
équations d'ordre n avec les diviseurs linéaires du polynôme F(r)(*), il sujfit de 
résoudre V équation algébrique F(r) = o de degré n pour connattre les divi- 
seurs élémentaires du déterminant F(r). 

Soit (r — ri)*i un diviseur élémentaire ou linéaire quelconque du déterminant 
F(/'). Ce déterminant F(r) et ses dérivées successives admettront (r — r« ) 
comme diviseur jusqu'aux dérivées de l'ordre ^i exclusivement. En conséquence, 
si l'on pose 

et si l'on considère l'équation 

on voit que l'on aura successivement 

<p(Ge''i*) = 0, 
ç[_l(Ce'-.-)] = o, 

On en conclut que chaque diviseur élémentaire (r — r< )*'» fournit e^ solutions, 
et, par suite, qu'on peut former n solutions des équations (68), ou encore n inté- 
grales de l'équation (67). 

Ces intégrales sont linéairement indépendantes. Car supposons que l'on ait 
identiquement 

«ic^^-h bx :r--fe''i*)-f-...-H II -r r(e'*i*) -h aje''»'-f-...= o. 

dry ' az-^i-ï V / * 

Remarquons que Ton a en général 

(0 Voir Chapitre I, n- 22. 
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L'identité précédeDte reviendrait donc à la suivante 

ou encore à Téquation 

— (a, -4- 61 a? -4-. . .-H lix^i-^) = c(''.-'*i''(a,-+-. . .)-+- 

Or le premier .membre de cette équation s'annulerait pour un nombre fini de 
valeurs, le second aurait au contraire une infinité de racines, puisque les expo- 
nentielles ne peuvent disparaître identiquement. L'identité est impossible. 

78. Considérons au même poinl de vue les équations 



(A) 






Oin yn 



(/ = I, 2, . . ., /l), 



OÙ Ton suppose constants les coefficients a. On trouve des solutions de ce système 
en posant 



(70 



yi^Qierx, 



et en déterminant les inconnues r et C/ par les équations 



(7î^) 



et 



(73) 



F(r) = 



aix — r . . . 



«In 



O/ii 



. . • Cln n — ^ 



= O 



(a,! — r)C,-f-...-+- ainCn =0, 



a//iCi -f-. . .-4- (a„« — r)G„=o. 



L'équation F(r) = o est dite encore V équation caractéristique, 

J^a résolution de l'équation algébrique F(r) = o de degré n ne fournit pas, 
comme dans le cas précédent, les diviseurs élémentaires du déterminant F(r). Il 
y a lieu de les chercher, et ils peuvent être distincts des diviseurs linéaires. 

Sans entrer dans le détail du calcul qui résultera de paragraphes plus éloignés, 
on peut remarquer que toutes les solutions auront la forme de polynômes en 
c'*«^, . .., e'"?*^", dont les coefficients sont eux-mêmes des polynômes en ^, et, par 
suite, le point 00 est pour les éléments des solutions un point singulier de même 
nature que pour les fonctions e^^. C'est-à-dire que, dans le domaine du point oc, 
les solutions seront composées d'éléments uniformes, et continus en tous les 
points, sauf au point ^ = 00, où chaque élément de solution sera de la nature de e''^ 
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Posons 



I 

X 



le système (A) deviendra 

(A') ~^' ^ ^(«/iJ'l-^'-.-^^/nJ»). 

el l'on voit qu'au point a: = oo, ou a;'= o, tous les coefficients des équations (A') 
cessent d'être continus. 

Pour étudier Tinté^alion complète du système (A), nous ferons un changement 
de variable indépendante qui ramènera le système (A) à une forme plus impor- 
tante que nous étudierons plus loin avec tous les détails nécessaires. 

Nous poserons 



et, par suite, 
Il vient alors 



e' dx z=z dz = z dx. 



dy _ dy dz _ dy 
dx '~ dz dx "" dz 



et le système (A) deviendra 

(A') X ^^ =a/i7i4-...-ha/„j',„ 

en rétablissant la lettre x pour désigner la variable indépendante. 

C'est sous la forme (A'') et d'une manière tout à fait générale, c'est-à-dire en 
ne supposant plus que les coefficients a soient des constantes, que nous intégre- 
rons le système (A). 

Ajoutons une remarque. Le changement de variable e^= 2 donne bien z comme 
fonction uniforme de x\ mais on a a: = log^, de sorte que x n'est pas uniforme 
en z dans toute région du plan qui renferme le point ^ = o ou le point 2 = 00. 

79. Nous considérerons maintenant le système le plus général 

(A) -^ = a/,^,-f-...-ha/^«, 

en supposant que les coefficients a soient uniformes dans le domaine de l'origine. 
Rappelons que l'origine est un point quelconque. Nous supposerons, en outre, que 
le point X = o est un point singulier ou non des coefficients a. 

Soit K((o) le déterminant qui résulte de la considération des éléments d'un 
système fondamental de solutions, quand la variable x fait le tour de l'origine. 

Soit 

S. II 
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un diviseur élémentaire quelconque de R((o). On peut ramener le déterminant 
R(to) à une forme canonique R'(u)), comme on l'a vu dans la théorie des diviseurs 
('lémentaires (Chapitre 11, n° 53). Cette forme étant unique, la méthode de 
recherche d'un système spécial de solution des équations (A) doit conduire pré- 
cisément aux solutions qui correspondent à la forme canonique R'((i)). Nous 
avons exposé cette méthode pratique aux n°' 68 et suivants du Chapitre IH. 

Nous voulons maintenant étudier directement le système spécial de solutions 
des équations (A). Nous considérerons ce système comme étant seul de son 
espèce, quoiqu'il reste dans sa construction une certaine indétermination. En 
effet, si deux solutions, par exemple, satisfont aux relations 

^i^^yt et ^'i=^y'i, 

on peut, dans certains cas, les remplacer par des combinaisons 

a Y, -h- 6 y;, a'Y/-h6'YJ, 

pourvu que le déterminant aU — ba' soit différent de zéro. Abstraction faîte de 
ces modifications possibles qui n'ont aucune importance dans nos théories, nous 
pouvons dire que le système spécial de solutions est unique. 
Ce système spécial est caractérisé par les équations suivantes. 

Soit (ct)A — ioyk un diviseur élémentaire quelconque du déterminant R(w) 
ou de son équivalent R'(w), il y a e^ solutions satisfaisant aux relations 



(74) 



Yfî = WArfj-^r/,» ( (t = I,2,..., 1) 



et les n solutions dont les éléments entrent dans ces équations forment un 
système fondamental. 

80. Pour plus de simplicité, considérons un groupe de relations de la forme 

Yi= wj^i, 

, Yj = (t) vj -+- Yi , 
(75) ( 

J > 

Y,« = ii^ym-^y»i~i' 



Posons 



= M, 



2 7r\/^i 

de sorte que u augmente de i quand la variable x fait le tour de l'origine. 
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Soit f{u) une fonction entière du degré m — i formée arbitrairement avec u 
et des coefficients Aq, A,, ..., km-\ uniformes dans le domaine de l'origine. 
Définissons enfin /• par la relation 

(76) e««'-*^=(i>, 

et appelons ^k/(u) la difi^érence d'ordre k de /{u) par rapport à Taccroisse- 
sement 1 de u. 

On pourra donner aux fonctions yt, y^y . . . , ym les formes 

(77) \ '*"V,\ 



7, = ar''a)'«-»A,„_,/(w). 

On voit que A,«_, /(w) = i. 2 . . . (/?i — i)Ato_i ne contient pas w et que y\ est 
la seule fonction y qui ne contienne pas de logarithmes. 

D'abord les expressions précédentes satisfont aux relations imposées. En effet, 
on a 

Y,„_;t= ar'-ai*^-» Aa./(w -+- i) = or'-a)*"^» [Aa-/(w) -h Aa+i /( w)] = ^ym~k -H y m- x -i- 

Ensuite on peut toujours donner aux fonctions jKi ? •••7 y m les formes précé- 
dentes. En effet, y\X~^ est une fonction uniforme dans le domaine de l'origine, 
et l'on peut la représenter par to'«~* b^m-x /(")) on tire de là 

On peut poser ensuite 

y^— ui'"-^x''Zj 

d'où 

Y, = aj'w--»x'*Z. 

Si l'on veut satisfaire à la relalion 

on posera 

Z = ;;-+- A,„_,/(w). 

En représentant par[(p]'ce que devient une expression '^, quand on lournc 
autour de l'origine, et remarquant que l'on a 

A„t-i /(u) = A,«_j /( M -h 1) — A,„_j /(a) = [A,„_j/( u)]'— A,„_, /(«), 
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on voit que Ton a 

[5 — A,„-j/(a)]'=J5— A,„_s/(a); 

z — ^m-i/iu) est donc une fonction uniforme de x. Dans le domaine de Tori- 
gine, on peut poser simplement 

en réunissant celte fonction uniforme au terme indépendant de A,m_2 /*(//). 
On a ainsi 

On remontera ainsi de proche en proche. 

La suite des expressions précédentes montre que l'élément ^'«i, qui contient la 
plus haute puissance de logx, renferme les m fonctions de :r, uniformes dans le 
domaine de l'origine, qui entrent dans le groupe des expressions yt^ . . ., y,»' 

Les relations entre les coefficients des puissances de ;/, dans les différents élé- 
ments du groupe, sont mises en évidence par la forme des expressions précédentes. 

Le nombre de ces coefficients est 

m (m -f- I ) 
I -h 2 -h. . .-f- m = — ^^-— - 

2 

11 y en a m arbitraires. On peut donc dire que ces éléments sont liés entre 

eux par 

m(m-hi) m (m — i) 
— ^^ ' — m ou — ^^ ^ 

2 2 

relations distinctes» 

81. Appliquons les résultats précédents aux fonctions j^ qui satisfont aux rela- 
tions (74)* 

Nous aurons, pour les éléments des solutions du système fondamental spécial, 
les formes analytiques suivantes, valables dans le domaine de l'origine 

ytk-i = ^'wA/f ( w), f ( e = I, -2, . . ., n), 



(78) 

j*; = ar'-a)*«c-»A,j.,//(a) 

82. Dans les relations (77), posons 



(A- = I, 2, ..., p). 



I 



et, par suite, 



ITZ^ — I 271 / — 



SYSTÈMES d'équations DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ET HOMOGÈNES. 85 

Nous aurons, en général, 

se 



ou encore 

Nous poserons 

Nous en concluons que, dans le domaine deTinfinî, nous devrons, dans les for- 
mules (78), changer les signes de u et de r. 

83. Nous terminerons ces études d'intégration par les séries, en montrant que 
les éléments des solutions du système général 

(B) ^ dx ^ «ii^'i-t--..-»- «/«r/* (^*= »»'^» ...,/0 

jouissent de propriétés spéciales qui les rapprochent des fonctions algébriques. 
Nous venons de voir que les solutions d'un système (A) quelconque s'obtien- 
nent par des combinaisons linéaires d'expressions de la forme 

a:'*( Ao4- Al loga: -h. . .-H A^ log^ir). 

Si les parenthèses sont infinies d'ordre fini pour ^ = o, c'est-à-dire si Ton peut 
trouver un nombre entier a tel que le produit 

a:«(Ao-f- Al loga: H-. . .H- A^. log*ir) 

soit nul pour ^ = o, on dit, d'après M. Thomé, que, quel que soit r, l'expression 

a:'* ( Ao -h ... -H Ait log**.r ) 

est régulière au point a: =-0. Il suffit évidemment que les fonctions A ne renfer- 
ment dans leurs développements qu'un nombre fini de puissances négatives x. 

Toute combinaison linéaire et homogène à coefficients constants d'expressions 
régulières étant aussi appelée régulière, nous allons montrer que tous les éléments 
des solutions du système (B) sont des expressions régulières, quand les coeffi- 
cients a sont holomorplics dans le domaine de l'origine. 

84. Voici, d'après M. Horn, la manière d'intégrer le système (B), c'est-à-dire 
le système 
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où Ton a 

dans le domaine de l'origine. 
Soient 

(8i) ^/=^'-<p/ = a?'-f<pO-ha7:s? -h. . .) (e = i,2, ..,n) 

les éléments d'une solution du système (79). Nous avons déjà vu qu'il existe une 
telle solution, et que les séries cp/ sont uniformément convergentes dans un cer- 
tain domaine de l'origine (Chapitre I, n^ 4). 

En portant les valeurs (81) dans les équations (79), on a les relations en 
nombre infini 

j 

i i 

Toutes les valeurs initiales y? des séries cp,- ne sont pas nulles. Donc, d'après 
les équations (82 a), r doit être l'une des racines de l'équation caractéristique 

F(r) = |aO^-ro\y| = o. 

Or, laissons de côté précisément les conditions (82a); nous pourrons consi- 
dérer dans toutes les autres la lettre r comme une arbitraire, et nous aurons, par 
un calcul de proche en proche, 



(8-2) 



(33) ?' = 2f 



'^''^('') 



(r-i-i)F(/--h'2;...K(r-hÂ-) ••^' 

expression dalis laquelle ^est une fonction entière des lettres /*, «J- , a^ , ..., «fy. 

Le dénominateur commun ne peut s'annuler que si r H- i , r + 2, ... ou /-+- A' 
satisfait à un moment donné à l'équation caractéristique F(r) = o. 

Appelons r^ /'a, . . ., r,i les n racines, distinctes ou non, de cette équation. 

On aura à ce moment 

/* -+- A:'= Ta (a = I, 2, . . ., n; Â:'= I, 2, . . ., A). 
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Mais k croît indéfiniment dans la suite des relations {i*>^)» Il suffit donc d^é- 

crire 

r = /-Qi — k (a = I, 2, . . ., n ; /: = I, 2, . . ., 00). 

On voit ainsi que les <p^ seront finis, ou infinis d'un ordre varié. 
Fixons maintenant les valeurs des indéterminées r, cp®, ..., cp® d'après les règles 
suivantes : 

1** Soit un groupe 

'"ap ''ai» • • • » ''«ji 

de (JL racines de Téquation caractéristique, telles que deux quelconques de ces 
racines diffèrent d'un nombre entier. 

Il peut y avoir d'autres groupes pareils à celui-là. 

Nous supposerons que la suite de ces valeurs ne va pas en croissant, et nous 
poserons 



(84) 

^2, ^3, . . ., rfji étant des nombres entiers positifs. 
Ces relations peuvent encore s'écrire 

i > 

\ /'gj = Ta -^ di -+- ^3 -h . . . H- </ji-i -+- d^. 

Si les nombres r sont imaginaires, c'est sur la partie réelle que porte le calcul. 
La conséquence que nous avons en vue est la suivante. Toutes les expres- 
sions 



F ( /' -+- rfi -f- . . . H- d^-x ■+- d^ ) 

s'annulent pour 

'* = ''a^ 

que nous représenterons seulement par /•„• 

2® Nous prendrons les arbitraires cp^? dont les valeurs proportionnelles inter- 
viennent seules dans le calcul, avec un facteur /- — r^ élevé à une puissance né- 
cessaire et suffisante pour que toutes les expressions cpj restent finies et ne s'an- 
nulent pas toutes pour r = /«. 
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3" Enfin nous donnerons à r une des valeurs ri, ra, • . ., rn qui satisfont à 
l'équation caractéristique, et nous choisirons les quantités <p^ de manière à satis- 
faire aux équations (Ssa)* 

Il est évident que les expressions yi (Si) ainsi déterminées satisferont aux 
équations (79), et que les séries cp/ seront absolument convergentes dans un cer- 
tain domaine de Torigine, comme au n° 4 du Chapitre I. 

Voici maintenant les résultats généraux du calcul ainsi préparé. Représen- 
tons par 

(85) fiiyu •••'r») = — ^-^-^-^ ^ijyj (*:y = 1,2, --m'O 

les expressions qui, égalées à zéro, donnent les équations (79). 

En supposant d'abord les lettres r et <p^? indéterminées, nous aurons identi- 
quement 

(86) Mxr^u ...,a-'-o«) = a7'-2(«?y— ''M?;- 

j 

Choisissons ;p*, . . ., oj), de sorte qu'aucune des quantités '^* ne devienne in- 
finie pour /•= /"a, et en outre de manière que 

s'annule h fois pour ;* = /'a, h étant un nombre entier quelconque. Nous devons 
avoir 

(87) [^],r=r,,"'* (X = 0,l,a,...,A-l). 

Mais 

Nous voyons, par suile, que l'on peut former les h solutions suivantes du sys- 
tème (79) 

ou 

f ^_ J ^ log>-»a'-htp,log>a7l (X = o, I, 2, ..,,/* — I). 

Les parenthèses de ces expressions, renfermant les dérivées de séries unifor- 
mément convergentes, auront pour les puissances de log^ des coefficients, eux- 
mêmes uniformément convergents. 
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C'est avec ce programme général de calcul que nous allons construire un sys- 
tème fondamental de n solutions du système (79). Nous emploierons maintenant 
les notations de M. Horn, en les modifiant très légèrement. 

80. Nous préparerons d'abord le système différentiel 

(79) \ p 

Multiplions ces équations par des constantes encore indéterminées //|, Uij •.., 
u,n et ajoutons les résultats. Nous aurons une équation de la forme 

aP 

On peut ramener les deux formes bilinéaires 

aux A()u\ formes canoniques {Théorie des di^-iseurs élémentaires) 

2 ^'a^a et 2 ^afi »'«-?• 

Les substitutions employées sont de la forme 

"a = 2 ^a? »'p» r« = 2 ^*a? -p, 

OU encore 

a a 



à cause de la forme de l'expression 



2 "«^^'« 

a 



Or, les ç» étant indéterminés, ainsi que les n, on pourra transformer le sys- 
tème (79) en un autre 

(9O '^T^"'^ ^"'P'^? (a, ? = i,a, ...,/7i), 

P 
S. 12 
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OÙ l^OD aura 

Considérons maintenant Féquation caractéristique du nouveau système diffé- 
rentiel 

Soit/? — y?a "n diviseur élémentaire simple de P(/?)i on aura 

PoiQL = PoLy P%^ = o (P = i,...,a--i,a-M, ..., m), 

et à ce diviseur correspondra Téquation 

^ "^ = /'a-a-^- ^ X />ap «? -^- • • • • 

Supposons ensuite que Ton ait 

PoL' = Pa' = ' " = Pit(') = Po 
et que {p — poY soit un diviseur multiple d'ordre e de P(/?), nous aurons 

(92) i 

et tous les autres /?ap seront nuls. Donc, au diviseur considéré correspondront 

les équations 

dz^x' 



dzf^" 



(y3) 



j X -^^ =/?o^a" -+-5a ■4---. 






les parties des seconds membres remplacées par des points sont des expressions 
telles que 

P P 

Cette préparation des équations a pour résultat : i** de simplifier les calculs 

qu'on aura à faire plus loin ; 2° de préciser le sens des indices 1,2, . . . , m qu'on 

attribue aux racines de l'équation caractéristique. Nous considérerons plus loin 

des groupes de quantités 

/>).,» PX^y •••» PXn 

dont la signification est dès maintenant précisée. 
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86. Nous considérerons plusieurs cas : 

Premier cas. — /?o étant une racine de V équation caractéristique P(/?) = o 
fournit r dii^iseurs élémentaires simples 

P — p\ (X = Xi, Xj, . . . , X;.) 

du déterminant P(/?). D'ailleurs^ entre p^ et toute autre racine qui ne lui 
serait pas égale, il n^ existe pas de différence entière. 

Soit p\ une quelconque des racines égales à /?o> nous pouvons poser 

^(t = ^''ÇaC^-) = ^P [(C«).-H -î^C^aX-^- J^-(îa).-^- • . -1 (a = I, 2, . . . , n) 

et 

(94) {Çx)o---^X, (ïa). = o (a?^X), 

£x étant une constante, ou une fonction entière de p qui ne s'annule pas pour 

p=PfS' 

Soient Ça les séries calculées dans ces conditions, mais où p reste indéterminé, 

on aura, à cause des équations (86) et (qS), 

l Px(a7PCi, ..., ic''Ç«) = —^\{p—Pq)^p, 

(95) 

f Pa(^''Ci, ...,ar/'U) = o (a^X), 

et, par suite, si l'on pose 

?a(^)X=[îa(^)>J(/»=/>o)» 

les éléments 

(96) z\ = xPoX^%^{x)x 

constitueront une solution des équations (79). 

Cette solution est régulière. De plus, pour ^ = o, la valeur initiale de Çx(-^)x 
étant ex» c'est-à-dire une valeur qui n'est pas nulle, cette solution appartient à 
V exposant pQ. 

En général, en employant le langage de M. Fuchs, nous disons que toute so- 
lution des équations (79) de la forme 

est de forme simplifiée, et appartient à V exposant p, lorsque toutes les fonc- 
tions B, Tj, • - -9 ? %oïï\, holopiorphes dans le domaine de l'origine, et que Pune 
d'elles au moins ne s'annule pas pour a; = o. 

L'équation (96) fournit r solutions appartenant à l'exposant p^^ lorsqu'on 
remplace X par les indices successifs 
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Ces r solutions sont linéairement indépendantes, car, si Ton avait 

\ Gx ^a = o ( À = X I , . . . , A,. ), 

A 

on en déduirait 

>. 
et, pour j:* = o, 

Gxs). = o (X = Xi, . . ., X,. ), 

ce qui est impossible, à moins que les constantes Cx ne soient toutes nulles. 

Deuxième cas. — Les racines p\^, ...,/?x'' fournissent, d^ une part, des 
groupes de r^, r*, . . . , r" racines égales entre elles 

Pi' = P\\ = • • • = />x;- = P\" = p^^ 



P\':=PVt="-= Pl% = PX- = Pny 

et, d'autre part, 

r* diviseurs élémentaires simples p — p^ de P(p)i 



r« 



» 



P—Pn- 



D'ailleurs, entre /?o, pt^ , . ,y pn et toute autre racine qui ne soit égale à au- 
cune d* elles, il n existe pas de différence entière. Enfin les différences 



Pn-l—Pn= da 

sont des nombres entiers positifs. 

Considérons un groupe quelconque correspondant à l'indice i, et posons 

(97) (ÎX').= ex* (/>-/?//, (Cx), = o (ot^Xs X' = X',; X',; ...; X}..); 

nous aurons, en vertu des équations (86) et (gS), 

Pa(j?/';i, ..., xPt^,n) = o («7^X0- 
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En effet, le déterminant P{p) a la forme spéciale 



Pl\ - P 



P\ 



't-P 



• • • • 



• * • • 



PKù—P 



et Texprcssion qui entre dans les équations (86) se réduit, à cause des li^'po- 
ihèses (97), au seul terme 



ou encore a 



Les / -h I expressions 



(\)S) 



ipii-p)^\'(p—piyy 



—^vip—piy-^^' 






(/i = o, r, ...,/; 



seront des solutions régulières du système différentiel (79). 

Mais les formules (82) (excepté la première) conduisent à l'expression 



ou 



(-)>= -(j( ^^,)...Q(^-^v) ^^(p-p^y^ 



Q(P) = (P -Po)"'(P'-'Pn) 



et où Q{p) est une fraction rationnelle en/? ne devenant pas infinie f our p = Pq^ 

Pi 7 • • • 7 pfi • 

Par suite, pour p ==/?/, 

(Ça)o, • • ., (sa)rfi-i s*annulent au degré i par rapport à/?, 
(Çak» . . • , (Ça Wrf,_,-i s'annulent au degré t ~ i, 



(Ça)r/i+...+r/„...,(îak-H..,H-rf,-i s'annulent au degré 1. 



On peut alors poser 



•• • i 
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Mais, la valeur initiale de Kii{^)\^ élant égale à 



L (àpy J„. 



n'est pas nulle. On en conclut que, dans les /-|- i expressions (98), la dernière 



a 

ou simplement 

z 
a 

appartient à Fexposant pi. 
Cette solution est de la forme 

Ce sera la seule que nous considérerons pour la valeur X'. 

On a donc le Tableau suivant de solutions, dans le développement desquelles 
tous les termes sont séparément de forme simplifiée, 

z]^ = :pP«Çi(^)x» -H 3:Poro^(x)x^ loga7, 

99) { 

^J^'* = xPn Ï5(a7))«-h xPn-t ÇJ-ï (x)in \ogx -h . , . -h xP'^ ÇJ (•^)X" log".r. 
Dans ce Tableau, il y a 

solutions. 

Les i séries ÇJ(j?)x« qui entrent dans z]^ peuvent s'annuler de différentes fa- 
çons, de sorte que tout ou partie des logarithmes peuvent disparaître. 

Les solutions (99) sont linéairement indépendantes. Car, si Ton avait la re- 
lation 

1=1 X* 

on en déduirait 

i = n 

1=1 X' 

En divisant par xP», et en faisant ensuite x = o^ on aurait 



X- 
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ce qui est impossible si les Cx" ne sont pas tous nuls. De même les Cx"-> seront 
tous nuls, etc. 

Troisième cas. — La racine po de Véquation caractéristique fournit les 
diviseurs élémentaires 

(P—PoYhy ...| (P—P0)% 

du déterminant P(/>). D^ailleurs, entre po et toute racine qui ne lui serait 
pas égale, il n^ existe pas de différence entière. 

Au diviseur élémentaire (/? — P^Y'^ correspondent par exemple les équations 

(loo) ^ "**^ 






dx 
Posons, en conséquence, 

(Ça')o = ex (/'—/'o )*"*"', 

(101) { 

J > 

(U('X)),= £X, 

ex étant une constante, et prenons nulles toutes les autres quantités (Ça),* Soient 
Çgt = Ça(:c)x les séries déterminées dans ces conditions. 
Nous aurons les relations 

(102) 

En effet, on a, par exemple, identiquement 



Posons alors 



(lo3) 






Les seconds membres ne seront pas tous nuls pour ar = o. En eflfel, d'après 



9fi 

les formules (loi), 
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ri) VI 









se réduisent à S). pour x = o. 

En conséquence, on peut former le groupe de e\ solutions 



Xo =:r^o;î(j.)>., 



J.i _ 



= ^f'"[V^{-r)l-^tiU)l\osJrl 



(ioO 



a 



= ^/'o r;;x-»(-r)xH-(^\ ') ;;-'(^)>.ios;^ -+-... -4- ;î(T)>.iog'i-i^l, 



appartenant toutes à l'exposant /?q. 

On remarquera que la dernière relation fait connaître toutes les autres, puis- 
qu'elle renferme tous leurs coefficients. 

Les solutions (io4) sont linéairement indépendantes; car, si l'on avait la re- 
lation 

^ (Cx,o 4'-^ . . . -4- Gx,.-*-, 4'^-') = û, 

X 

en divisant par xP" les diverses équations qui s'obliennent en égalant à zéro les 

coefficients des diverses puissances de loga:, on reconnaîtrait qu'en faisant 

a: = o on doit avoir 

Cx,/i = o. 

Quatrième cas. — C'est le cas général. 

I^s racines />o,/>i,.-., Pn de r équation caractéristique fournissent les di- 
K'ise urs élénien ta ires 



ip — PaY'-' 






D'ailleurs, entre ces racines et toute autre racine qui ne serait pas égale 
à l'une d''elles, il n'existe pas de différence entière. Enfin les différences 

/>o — P\ = dx, 

• » 

Pn-\ — Pn = dn 

sont des nombres entiers positifs, de sorte que l'on a 



Pn-\ = Pn H- d„, 



(lOj) 



Po 



/?« -h rf,, -4- . . . -h di 



Soient ai, 0L2, ..., a^.^, les indices correspondant au diviseur élémenlairc 
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(/? — />/)*^' dans le système d'équations différentielles en z» Posons 

(106) 

OÙ ex* est une constante ou une fonction de p qui ne s'annule pas pour p =/;,-. 
On prend nuls tous les autres (!îa)o« Soient Ç^ les séries toi{^\i déterminées 
dans ces conditions, il vient 

Pa.(a?''ît, . . . , ar/'Ç,„) = - ex.(/) —j»^ )*•-*-...+*« -»-He^, <p,>^ 

Si Ton prend pour e* le plus grand des nombres ex*, et si Ton pose 



(107) 



/X* = tfO -h . . . -+- «'-> -h <?X', 



on obtiendra les solutions 



z, 



(108) 






(fJl>=/0, ...,/!-,), 






Ensuite les formules générales (82) (excepté la première) donneront 
où 

Q (z') = (p -/>oK (/> -/>! )*'... (/> -/>r , 

et où Q(p) est une fonction rationnelle de p, qui ne s'annule pas pour^o =Pq, 

Pi ^ • • • î Pn • 

Par conséquent, pour p = ^|, 

(îa)o,. . • (Ça)</r 1 s*annulent au degré /'-*, 

( Ça V, » • • • ( Ça )rf,-»-rf/_,- 1 » /'- * , 
• ,....•• , 

(Ça)</r^...-KV,, ..., (Ça)rff-H...-H/,-i » /*, 

(Ça)</,4-...-i-</,, ■.., (Çot)rf,H-.. .+</,-! » /o, 

S. i3 
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et l'on peut écrire 
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(109) 



OÙ Ton a 






(^' 



M« = P» =0, 
lo = p> = o, 



• • • » 



On obtient ainsi ex» solutions 



eo 


— I, 


e« 


-1, 


e'- 


'-I, 


^X' 


— I. 



^OL 






ou 

(no) ZoL 



(kv= ^'-*, 6/— 1^ 

appartenant à l'exposant/?/. 

11 suffit de connaître la dernière de ces solutions pour connaître toutes les 
autres, c'est-à-dire celle qui correspond à [ax* = /x' — > • Pour avoir leurs expres- 
sions développées, posons 



Za (^)X« = ^'''\^)V-^ C'7') C~'(*^>>' ''' 

zi-«(^)x. = (^>^~')çi-«-«'-*-'(^)x. 



or r 



(a:)x.logx 



(ni) 



••• • • ï 



(eO^.'^V;v-.)«'"^'>^''''«""' 



T. 
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Les valeurs initiales de 

n'étant pas nulles, les logarithmes ne disparaîtront pas de ces formules. 
Les solutions cherchées sont enfin 

z^ = a7PiZoi(ar)x»4- ar/'oZ5(ar)xilog«x«^, 

z^= a:/'iZoi(ar)x»-4-irPiZJ(ir)x« loggia: -h a:A»oZg(a?)vlog«'-^xta?, 



(112) 



z^ = xPt^ Zfli (a?)x» 

■4- xPn-tZ^'^ (ar)x'»log*x»a? 



-hxP» ZS (ar)x»log«*-^---^-«^»a7 (Xo = Xf, . . ., X^U; . . .; X" = Xf, ...,^?.. 

Les degrés des fonctions Z en logj? sont respectivement 

tfX'_ij «'"' — !, ..., e® — I. 

Les solutions précédentes sont linéairement indépendantes, comme on pour- 
rait le démontrer par le même procédé qui a servi dans les autres cas. 

87. Il ne reste plus à démontrer qu'une seule proposition : Toutes les solu- 
tions calculées forment un système fondamental. 

Après ce qu'on a déjà vu, il suffit de faire voir qu'// ne peut exister aucun 
groupe de n relations identiques de la forme 

(ii3) Cl A/1 -+-...+ C|aA/ji = o 

entre des solutions formant ^ensemble A/i appartenant à un exposant ri, 
des solutions formant l'ensemble A/a, appartenant à l'exposant rj, . . ., des 
solutions formant l^ ensemble A/j,. appartenant à l'exposant r^, les G étant 
d'ailleurs des constantes, et les nombres r^, r2y • • • , r^ n'ayant entre eux aucune 
différence entière, à moins que séparément on n'ait 

Mais on sait que chacune de ces conditions particulières est impossible dans 
le problème d'intégration qui nous a occupé. Donc on pourra, après avoir dé- 
montré la proposition qu'on vient d'énoncer, affirmer que les solutions précé- 
demment obtenues forment un système fondamental. 

S. i3* 
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Faisons, en effet, tourner x autour de Torigine un nombre [x — i de fois, el 
désignons par 

"i! > "il > • • • » "i(i 

les coefficients des plus hautes puissances de logj? dans les groupements Â/i, • . . , 
A,jjt. Nous aurons 

Cl A/1 H-... -H CjxA/|4 = o, 

wiCiA/i-4-.. .-f- W|jtC|iA/jji = o, 



u)f *CiA/iH-. . .H- ti>ji^*C|iA/jit = Oi 



Éliminant les C entre ces équations, on aura une équation qu'on pourra or^ 
donner en logj? et qui aura la forme 

P/I+ P/jlog^-^ ..H-P/r)logTQa: = o. 

Les coefficients de cette équation seront d'ailleurs uniformes et, comme cette 
équation étant algébrique en logo; ne peut admettre une infinité de racines, on 
devra avoir séparément 

P/v = o (v = i,a,... 7j) 

En particulier, on aura 

P//i = o 



ou encore 



(n4) 



P/« = 



I 

tui 



I 



to, 



• • • • • 



u>{i-t 



BJI' . . . B?jf = o. 



Comme aucun des facteurs de P/t) n'est nul, l'hypothèse faite est inadmissible, 
et le théorème qu'on avait en vue est démontré. 



» . 



SYSTÈMES D ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ET HOMOGÈNES. lOI 



CHAPITRE V. 

DES SYSTÈMES RÉGULIERS. 



88. Nous avons vu que les systèmes de la forme (B) ou (79) 

(Chap. IV, n**' 83 el suivants), où les a sont des fonctions holomorphes dans le 
domaine de l'origine, ont toutes leurs solutions régulières, c'est-à-dire que les 
éléments de chaque solution demeurent finis dans le domaine de l'origine, quand 
on les a préalablement multipliés par une puissance convenable de x. 

Les systèmes précédents ne sont pas les seuls à être ce que nous appellerons 
maintenant des systèmes réguliers. En effet, si l'on pose 



et, par suite, 

dyi 
dx 

le système différentiel (79) devient 



-•■(ë-i")- 









et, sous cette nouvelle forme, le système est encore régulier. 
Le système 



dx 
dx 






qui ne rentre dans aucune des deux formes précédentes, est aussi régulier. Car, 
si l'on pose 

S. i\ 
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on aura, pour déterminer ^i et ^2) un système différentiel de la forme 



dx 

dzi 
dx 



\ X /a \^ / '•* 



et, si l'on remplace z^ par xz^^ on obtiendra un système de la forme (B). 

On voit donc qu'il y a une grande variété de systèmes réguliers. Nous allons 
montrer que l'on peut tous les rattacher à ceux d'entre eux qui ont la forme (79) 
ou (B), et que, pour cette raison, nous appellerons des systèmes réguliers cano- 
niques, 

89. Soit 

dY ' 
(ii5) -^ = a,ij^i -+-... -f- a^rtj^rt (t = 1,2, ..., m) 

un système d'équations différentielles linéaires et homogènes, telles que, dans le 
domaine de l'origine, les coefficients a soient uniformes et continus, sauf à 
l'origine, et que les éléments des solutions multipliés par des puissances conve- 
nables de X restent finis. 

Pour le point j? = 00, on multiplierait les éléments des solutions par des 

puissances convenables de - • 

^ X 

Les solutions seront, comme nous allons le rappeler, formées de la manière 
suivante. 

Nous avons vu au Chapitre IV (n°* 80 et suivants) que l'on peut former un 
système fondamental de solutions du système (1 15), tel que ces solutions se par- 
tagent en groupes distincts dont les éléments prennent les formes 

X/, = a?'- W» - * A„,_, //( u ) , 
(116) 



où l'on a 

(117) (O = gîirr/^^ 

(118) a= ^=^, 



n/i: 
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OÙ ùkti f{u) représente la différence d'ordre k de f{u) par rapport à Taccroisse- 
ment i de </, et enfin où (o est une racine de Téquation fondamentale en co, 
fournissant un diviseur élémentaire de degré m. 

On sait que u augmente de i quand x fait le tour de Porigine. 

L'équation (117) ne détermine r qu'à un nombre entier quelconque près. 

Les polynômes en w, fi{u) fournissent des différences Aa fi{u) qui sont elles- 
mêmes des polynômes, et j^/i est la seule solution où n'entre pas forcément u^ et 
par suite logor. 

Ces principes étant rappelés, formons le système différentiel caractérisé par 
des relations de la forme (i 16), mais où les solutions sont régulières. On suppo- 
sera que toutes les valeurs de r sont déterminées de manière que les coefficients 
de u dans les polynômes fi{ii) soient holomorphes, ce qui sera suffisant pour la 
régularité. 

Or, on sait qu'on a (Chap. III, n° 63) 



Da,7 = 



yn 



yia 



dx 



dx 



y ni 



ynn 



D étant le déterminant du système fondamental de solutions, et a/y un coefficient 
quelconque des équations (ii5). H résulte de la forme de aij que ce coefficient 

est régulier comme les éléments yij et leurs dérivées -t-^* On peut donc rem- 
placer aij par —~- dans les équations (i i5), et dire que tous les systèmes réguliers 
ont la forme 



(i'9) 



dyt _ 
dx 



2 






OÙ les coefficients a/y sont holomorphes dans le domaine de l'origine. 
Étudions aussi le déterminant 



D = 



yn 



y in 



ym 



9 • • « 



ynn 



Le système fondamental de solutions de la forme (1 16) peut être choisi tel que, 

si l'on pose 

yij=x^Pij{\oQx), 



P étant la caractéristique d'un polynôme, les coefficients de ce polynôme restent 
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holoniorphes dans le domaine de J'origine. Dans ces conditions on pourra poser 

II désignant aussi un polynôme à coefficients holomorphes. Si la variable x fait 
le tour de Torigine, on sait qu'on aura 

D, = CD, 

où D| sera la nouvelle valeur de D, et C un déterminant de constantes. Donc, si 
Ton pose 

C = eî^P*^^, 

le produit Dx~9 sera uniforme dans le domaine de Torigine, et Ton pourra poser 
simplement 

D = x9W{x), 

où W(x) sera holomorphe. 

Cela suffit pour que les logarithmes disparaissent de n(log^). Posons, en efTer, 

/?o» />ij • • • » p\ représentant des fonctions holomorphes, et identifions les deux 
formes de D. Nous aurons 

(.120) x9^{x) = x^{po-^pi loga? -»-. . ,-i-p\\o^^x). 

Faisons tourner la variable x autour de Torigine, nous aurons 
e^'^9'^-'îx?W(x) = e*^^^~ix^[pQ-^pi{\ogx -h 2TZ)/^) -h . . .-h pi{\o^T -\- 21:)/^^^], 

ou, en faisant e2«R>/^= C, , 

(121) Cx9^(x) = CiX^[po-h pi logx -{-...-i- p\loQ^x -i- ço-h giloQX-h,..'\-q\-i log^-ï^-], 

en appelant Çq, q^^ . . ., q\_^ des fonctions holomorphes. 
Des équations (lao) et (121), on tire 

C7est une équation algébrique en log^r, ce qui ne peut exister, car une telle 
équation aurait une infinité de racines distinctes. Il faut donc que ses coefficients 
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soient idenliquement nuls, ce qui donnera d'abord 

C/?x= Cl pi. 

Puisque p\ n'est pas nul, il faut que Ton ait C = C|, et, par suite, p et R ne 
diffèrent que par un nombre entier. 
La relation 

ço-h Çi loga: -h. . .-f- qy^i log^-^^r = o 
entraînera ensuite 

yx-i = o, 7x-2=o, .... qi=Oy <7o— o. 

11 est facile de voir que les/? et les q sont reliés par des relations telles que Ton 

aura aussi 

Pl = o, p\-i = 0, . . . , /?! = o. 

Donc l'expression xP W{a:) qui se réduit à x^po ne contient pas de logarithmes. 
Le déterminant D est lié aux coefficients des équations (i i5) par la relation de 
Liouville 

Il faut alors que cette expression soit aussi régulière. Pour trouver les condi- 
tions de régularité, posons 

Aa Aoc-i 

a étant plus grand que l'unité, et nous aurons 

/(aii-f-. . .H- ann) d^ = : * „ , -»-. . .4- K logar-h. . .-h LpXP-\- 
, (i ~ a)a7«-i ° *^ 

D'où nous tirerons 



a— I 



OÙ 6(^) est une fonction holomorphe dans le domaine de l'origine. 

Il est évidemment nécessaire et suffisant que a ne dépasse pas l'unité pour que 
l'expression de D soit régulière. Donc, si D est le déterminant d'un système 
fondamental de solutions d^ équations régulières de la forme (i i5), l'expres- 
sion «H + . . . -i- a.|rt, multipliée par x, est holomorphe. 

90. On peut remplacer le système 



dyt V ^iJ 



2 



dx ^d X'^i'i 



y 



I) 
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par an système de même forme en posant, pour une valeur de i, 

(.22) yi^xf^z, d'où ^'=^(g + ^^). 



On obtiendra les équations 



dx 

dz 
dx 






yt 



aji 



x^ii-^ 






yn] 












(y = i,2, .. ,« — i,iH-i, ...,/i), 



c'est-à-dire que, si Ton considère le Tableau des exposants 



«Il 



a/1 



*/ii 





a,/ . 


«in» 




• • • • 1 


• • • ) 




du .. 


' . ftin^ 




« • • • 1 


> m • • • » 




««/ •' 


• ^nm 



on peut, par une substitution de la forme (122), modifier la colonne d'in- 
dice i et la ligne d^ indice i, de sorte que, si tous les nombres de la colonne 
augmentent ou diminuent du nombre Ar, tous les nombres de la ligne di- 
minuent ou augmentent du même nombre k. Seul le nombre au est invariable 
s'il est positif. Dans le cas contraire, il faut tenir compte du terme introduit 

dans le coefficient de z. 

X 

91. Ëcrivons les équations (i 19) sous la forme 



(I-23) 



'"^"^ =^'"JJ'J 



Si les coefficients a/y sont holomorphes dans le domaine de Forigine, et si 
tous les nombres entiers ai sont nuls ou négatifs, le système est régulier. 

Nous n'aurons donc de diffîcultés à rencontrer que dans la recherche des sys- 
tèmes réguliers où Tun au moins des nombres a,* est positif, en même temps que 
toutes les valeurs initiales correspondantes a^j(j = 1,2,..., n) ne sont pas nulles 
à la fois. Nous nous placerons dans celte hypothèse. 

Nous supposerons d'abord que tous les nombres a/ soient positifs, et nous 

poserons 

atj = a^j -^xajj-h x^afj -4- . . . . 

Nous ferons ensuite la substitution 



jr^ = x''(fi(x) = x''(^f-hx(f} -f- a?> <p* -h . ..) 
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et nous identifierons, sachant qu'il doit exister au moins une solution de cette 
forme. 

Nous aurons d'abord les équations 

qui devront être compatibles, et nous pourrons supposer au moins Tun des 7, 
soit (Pf , différent de zéro. Alors, si cela est nécessaire, nous remplacerons, dans 
les équations différentielles (ia3), l'inconnue yi par yi-^-^ys (« = 2, 3, . . ., /i), 
de sorte que la valeur initiale f? -h^<fî ne soit nulle pour aucune valeur de f, 
et nous aurons 

Il est évident que le nouveau sjstème différentiel pourra prendre la même 
forme générale que le système (i 23), et sera régulier comme lui. Mais, de plus, si 
l'on fait maintenant la substitution 

yi— sCffiix), 
on devra avoir y/ ^ o pour toutes les valeurs de 1. 

92. Nous supposerons que le système (isS) est préparé de manière à satisfaire 
à cette hypothèse. 

Parmi les équations (1 23) distinguons celles qui correspondent à la plus grande 
valeur a des nombres entiers a/, et plaçons-les les premières. Le système (i23) 
pourra s'écrire 

(1-24) ^^'^'^ -^ = ^^urj (i = i,îi, ...,/i), 

/■ 

et, pour les valeurs i, 2, . . ., A de l'indice i toutes les quantités b^j ne seront pas 
nulles pour toutes les valeurs de y, tandis que l'on aura 6/,= o pour i= h-i-i, 
A -+- 2, . . ., /i. 

Dans ces conditions, on peut démontrer que le déterminant 



(125) 



b\^ ... b\ 



à 



. • « 



^Al •■»• ^hh 

est nul. En effet, dans le système (124), considérons la solution 

u,'= a?ptu'»-* A^,-i /i{u) = a?Pcp/(jf) = a?P(cpy-4-ar«p/ H- rc'cp? -4-. . .) 



io8 
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OÙ nous pouvons supposer ^f ^ o, et posons 



^/= W/^/. 



Nous aurons 



JC 



i-»-a 



^i-£^ = f>i\Uiqx-^.. .-^ibiiUi—X^^^ ^jy^.-4-...-+- btnltnqn 



Mais 



I dui p I do 



a 



ui dx X çp/ dx 



Nous aurons donc 



Comme ces équations admettent la solution 9/= i, nous aurons identiquement 



(ia6) 



hi\^ -f- . . . -+■ hin. -^ = O. 



Cela posé, remplaçons qi par x^{q] -h xql -\-. . .). Nous aurons 



(127) 



x^^ci^^iqf + xqj 



■4- ..)^-^;h- 



iXqf-^. . . 



= (^yi-+-^6j,-t-...)|f^(yî-f-^^î^-...) + 



En identifiant à zéro les coefficients des diverses puissances de x, nous aurons 
d'abord la condition de possibilité 



(128) 



1>U 






?î 



AO XI AO 



ri 



6» ?î 






AO 2i* 

AO rîi 



b^ 



= O. 



Au moyen du premier membre de cette condition formons l'équation en s 



(iî»9) 



6^1 — 5 .. 


œO 
AO 1^ 


• ■•••• • 


■ • •••••• 


6» 2i 

"'?s ■' 


A© * 



= o. 
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Elle pourra se ramener à l'équation 



(i3o) 



7,0 c h^ 

A,0 7,0 ç 









b^ 



/i2 



b^ — S 



= O. 



Mais, à cause des conditions (126), on peut écrire 



a^l+a ?£ = bii^ (Çi— qi) -}-. . .-^ bin^iÇa — qi) (« = I, 2> • • • . 'O, 



dx 



9i 



?' 



de sorte que, si l'on pose 



^h = Çh — Ci 



( A = 2, 3, . . . , n)f 



on pourra former un nouveau système différentiel régulier de la forme 



dx \ cp/, o, / 



• > 



et, en posant 



Zh—z\-^xz),-^,,., 



on pourra encore identifier à zéro les coefficients des diverses puissances de x^ 
et l'on aura la condition 



^x.?!-^?.!!"- 



?x 



?i 



= o, 



qui fournira l'équation en s 



(i3i) 



60 îi 



?S 



?t 



7,0 Tî _ 



t * 



69 î^ 









Ao ïl_ 



CPl 



Tl 






?â 






= o. 



Introduisons la racine zéro supplémentaire, et écrivons cette équation sous la 
forme 



(I32) 



S. 



— 5 






7,0 






— 5 



6? 



«pS 



Tl 



©0 
7,0 X± 



b^ — 






— S 



= Oi 



ID 



IIO 
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En ajoutant la première ligne à chacune des suivantes, nous aurons 



(i:i3) 



o 



c ^0 II 



— 5 



Tl 



© 



©0 

7,0 IJL 



• • • • • 






6<> 



= O. 



Mais à cause des conditions (126) on a, par exemple, 



-[*?.|l+--+(*?/-*)+---+'*?„|f] = 



o' 






Donc, si l'on retranche, dans le déterminant (i33), la somme des éléments des 
dernières colonnes des éléments correspondants de la première, on aura l'équa- 
tion (129) et, par suite, l'équation (i3o). Appelons à (s) et ^i{s) les premiers 
membres des équations (i3o)et (i33), nous aurons, au signe près, la relation 



(«34) 



A(s) = *Ai(*). 



Voici les conséquences de la relation (i34). 

Considérons d'abord une équation régulière à une inconnue 



nous aurons 



dx 



A(*) = — s. 



(« ><>); 



Donc l(s) = o admet la racine zéro. 

Passons à un système régulier de deux équations différentielles. Nous aurons, 

à cause du cas précédent, 

A,(5) = o 

et, à cause de la relation (i34), l'équation 

A(5) = o 

devra admettre deux fois la racine zéro. 

De proche en proche, on démontrera que l'équation A(5) = o a n racines 
nulles, si le système (124) est régulier. Mais on a ici, en tenant compte des 6)^ 
qui sont nuls, 

AO # 7.0 , AO . AO 



A(«) = 



O ... O — 8 



O 



bU 

O 
— 5 



= O. 
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On en conclut que le déterminant 



/7O h^ . 



Hi ... Hn 



est nul. 



93. Cette condition subsiste après qu'on a fait une substitution de la forme 



^1 = >s -h mj^j-f-. . .-h ninyn 



dans les équations (124). 
En effet, on a 



dz 



i 

dv ' 
^^^^dx"^ ^/l'5-+-(6/2-|-/ll,6/,)^j-+-...H-(Z>/„-|- mnbii)yn' 

Le déterminant qu'il faut étudier se réduit, à cause des conditions 



a 










b1j=0 


. ..— mA*Xi 


bu-- 


..— m/k*X, + »i,(6}, 


m • • 




6S,H-/nj6S, 



(«*= ^ 4- I, . . ., n), 



— ... — f^hbJix) ... 



Ce déterminant se ramène immédiatement au déterminant 



^\ 1 



*î, 



• • • • • 



b%, ... bU 

et, par conséquent, ces deux déterminants sont nuls ensemble. 
On verrait de même qu'une substitution quelconque 

pour une valeur donnée de /', même pour i = h-^ 1 , . . . , /i, ne change rien à la 
conclusion précédente. 

En conséquence, il n'est pas nécessaire que l'on ait <p® jé o pour que le déter- 
minant \b^^^ ... b^^ I soit nul; car, pour arriver au cas où ^^ n'est nul pour aucune 
valeur de /, on n'a fait que des substitutions de la forme de celles que Ton vient 
d'étudier. 



J12 



L. SAUVAGE. 



94. Revenons maintenant au système différentiel (i23) mis sous la forme 



(i35) 






et supposé régulier. Admettons d'abord que, pour aucune valeur de /, on n'ail 
tous les ajy nuls quel que soity, et posons 



(i36) 



yiz= a7'*cp/= a:'*(çpy-+- a?9/H-a?*(pJ-+-. . . )• 



Nous aurons les équations 

(i37) 



mO 



P rftO — 



«i-i?Y+...+«/„?/';=o 



(« = 1,2, ..., /i); 



et, puisque le système (laS) admet au moins une solution de la forme (i36), le 
déterminant 



(i38) 

doit être nul. 
Posons alors 

(i39) 



A = 



a 



1 1 



a 



1/1 



a 



m 



. . a 



an 



= '><0't -+- ^î^î-^- • •-•- '^nyny 



et déterminons X|, X2, . . ., X/i par les conditions 



(140) 



'^îy^l-^-- • •-<" ^nj^n= <> 



(y =1,2, ...,/i); 



nous aurons 



•i-»-a 



= ^i(«iiri-+^ • • -H- «i/*7«) -+-•••• 
= (Xiaii-t-.. .H- X„arti)^i H-. . . 






... H- Onnyn ) 
.-I- y^n<^nn)yH' 



A cause des conditions (i4o)> cette équation pourra s'écrire 






««J'/t, 



où a',, . . ., a]^ seront des fonctions holomorphes comme les fonctions a/y. 

Les équations (i4o) étant compatibles donnent au moins une valeur, \n par 
exemple, qui n'est pas nulle, et, de l'équation (iSg), on tire 



X, 



X/i— 1 



A/i A/i A/i 
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de sorte qu'on peut éliminer^',, et remplacer le système (i35) par le système 



...a^=*..^. 



■+-...+ ài^n-l y n-l H-*ln^i 



^.^a:^?:^ _ 



dx 



= ^/i— l,l/l-*-' • •-^-^/i-l,/i-I^n-l+ ^/i-l,/f ^» 






^«— l,n^«— 1 H~^/i/»5, 



et, dans ce système, le déterminant 



(i4i) 



Ai = 



^11 






• •■•• ••« ••••• 






devra être nul en vertu du théorème du n° 92. 
Posons maintenant 

nous aurons 



(l = 1,2, ...,/t — l), 






ûfa? 



— fA/X[6rtl(-5l-|- lJLi«)H-...H- 6«,,-t(^;»_,-h |JL/,-l-5) 



^n«3] 



Le coefficient de z sera 
et, si Ton veut qu^il soit nul pour a: == o, il faudra poser 



(l42) 



JXi b^^-\-.,.-h iln-i 69 ,^_, -f- 6», = O 



(t = I, 2, . . ., n — i) 



Mais le déterminant de ces équations étant nul, elles pourront n^étre pas com- 
patibles. 

Supposons ces équations non compatibles, et remarquons que Ton doit avoir 



6îiCpO-h...H- 6?„a)0 =o. 



^0 nO 



^/î- !,«??» =0. 



Il faudra en conclure que Ton a oj) = o, et, dans cette hypothèse, on pourra 
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poser 



z = xz\ 



Les équations (i4^) se réduiront aux équations 

fx,60j -+-...+ fx„_, 6? „_, =o. 

Mais Inéquation en :; deviendra 

et Ton devra avoir aussi 

et il y aura compatibilité, car on doit pouvoir poser 

et de plus, on a identiquement 



^L =0 (t = 1,2, .... /l). 



Alors, si c'est nécessaire, on devra pouvoir calculer des nombres vj, v^, . . ., 
v,i_i tels que l'on ait 



et alors l'expression 
sera égale à 

(vi 6|, -+-... -H V;,_, 6,4_,,i -H 6,/i ) 5i -H. . . H- ( V| 6i« H- . . . -4- ô^« ) 5' 

et sera divisible par x. Nous prendrons alors 
pour inconnue à la place de z' , Soit, par exemple, 

Les équations diflTérentielles prendront la forme générale 

dvi \ 

} (« = ï, 2, .... n — I), 
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et Ton aura maintenant 



De plus, le déterminant 



«?« = o 



(*' = I, 2, . . ., n — i). 



A,= 



a 



i I 



a 



i,/»-i 



^/t-i,i • • • ^«-1,11-1 



sera nul. 

Parlons maintenant des dernières équations différentielles obtenues, et em- 
ploj^ons de nouveau, avec des signifîcations analogues, mais non identiques, les 
notations qui nous ont déjà servi. 

Posons 



(i43) 



^ = Xi^tH-...-+->'n-l7/ï~l» 



et déterminons \x , X2, . . . , X«_j par les conditions 
(i-iî) aJyXi-H...H-aJ_,^X„_i=:o 

nous aurons, comme précédemment, 



(j = 1, 2, ...,/i — 1); 



dz 



-+- «II- 1^/*- !-*-«/*" 



Les équations (i44) étant compatibles donnent au moins une valeur, X/i.., par 
exemple, qui n'est pas nulle, et l'on peut poser 



yn-i = 



X, 

z — X — Jl-...— 



X/t— i A/,_i 



A/1-1 



r«-i 



de sorte qu'on peut éliminer yn-\ et former le nouveau système différentiel 



a^n-a 



dx 



= bny\ -i-...-^ 6i,«-j7«_t -+- ^i,/t-t-5 H-^i,»l/, 



(i45) 



a:H-a 



c?r/i-î _ 



dx 



— ^/ï-«,t7l-t-« • .-H^/i-I,a-î^/t-ï-+-^/i-î,«-l'5-+- bn-i,nUj 



du , . , 



et, dans ce système, le déterminant 



A,= 



devra être nul. 












n6 



Posons maintenant 
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ri=zi'\' \LiZ 



(i=i,i, ...,/i — 2); 



nous aurons 



dz- 



Le coefficient de z sera, pour j? = o, 



K,6?j 4-. ..4- f^n-»6?,„_,-+-^%-, 



et, si I^on veut qu'il soit nul, il faudra poser 



(i46) 



l^i^-,^----^%-i=o 



(1 = 1,2, . . ., n — 2). 



Ces équations peuvent ne pas élre compatibles. Mais, comme on doit avoir 



^?i??^...^-^Vt?«-i = ^ 



(/ = I,2,...,/l — 2), 



on devra poser ©"_^ = o, ce qui conduira à remplacer z par xz'. Les équations 
(i46) se réduiront aux équations compatibles 



(X|6fj-f-...4-fA;,_,^>y,^_, = 



(t = ï, 2. . . ., /l — 2). 



Alors, si c'est nécessaire, on devra pouvoir calculer des nombres V|, va, . . . , v„_2 
tels que l'on ait 

Vi^?y-+-. . .-h V„_,6'i-,j-l- 60 .^,y = O (y = I, 2, . . ., /l — 2), 



et alors l'expression 
sera égale à 



(v,6|tH-...-+-6,ii)5i-f-.. .-+-(vi6i,,»_t-+-...H- 6„,rt-i)5' 



et sera divisible par x. On prendra alors 

pour inconnue à la place de z'^ et finalement les équations différentielles prendront 

la forme 

dvi 

„ dUi 

^^ -^ =«/i-l,iri-+-----i-«/»-l,/i-lWl4-«/i-l,nWî, 



X"^ 



dUi 
dx 



= «/M ^'l-H- • .-H ««,/!-! U\-\- Unn «2; 



et l'on aura maintenant 



«i>-i = o. 



«?/i=0 



(« = I, 2, . . ., n — 2). 



SYSTÈMES d'équations DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ET HOMOGÈNES. 



117 



De plus, le déterminant 



A:t = 



a 



1 1 



n^ 
"l,/i-I 



• • m » » 



a n—« * • • • (i 



«-»,! 



rt-î,« -î 



sera nul. 

Il est évident que le procédé pourra s'appliquer indéHniment, et, par suite, 
qu*on pourra ramener le système proposé à la forme 

Ëndiminuant ad'autant d'unités qu'il sera nécessaire, ce qu'on sait maintenant 
réaliser pratiquement, on sera finalement ramené à un système canonique. 

9o. Étudions l'exemple numérique suivant 

On trouve d'abord qu'il faut remplacer y^ par xy^^ ce qui donne 



dx 

dyx 
dx 






La même substitution sera encore nécessaire, et Ton aura 



dyx 
dx 

dy\ 
dx 



= (-à^î-^---)-^'-*-(ii-|-^-)-^' 



On posera maintenant 



^ = ^1 — 7,, d'où yx^Z'\-yt, 



et l'on aura 



dz 
dx 

dyj. 
dx 



dyx 
dx 



dyi 
dx 



= (- ! - 5 ^•••)^*-^^')-^ (I -^•••)-^'" 



= (-ii-^5-^---)^*-^-^*)-^(îï-|-^--)-^* 



s. 
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OU encore 



è = ( y^-^i-i^---)'- 

Enfin, remplaçons z ps^r zXj nous aurons 

È = (-|-*---)^'^(~î"^"^--)"' 

C'est un système canonique, ce qui prouve que le système proposé primitivement 
est régulier. 

Du reste, on peut le vérifier autrement, en remarquant que le système qu'on 
vient d'étudier dérive du système numérique du n" 88 par le moyen des substi- 
tutions 

96. Le cas le plus important des systèmes réguliers est celui qui provient de 
l'équation d'ordre n 

supposée régulière. On peut le traiter facilement d'une manière directe. 
En effet, remplaçons l'équation (147) par le système équivalent 

les p étant des fonctions holomorphes non nulles pour ^ = o. 
Faisons le changement de variables suivant 



» 



de manière que les dernières équations (i48) prennent la forme canonique. Par 
exemple, l'équation 
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donnera 

<p„_/-t = (p - ?/.-/-H ^ --^—' 

On remarquera en passant que 

et, par suite, que 

oJ_;-i = (p — 0(P~«-Hi)...(p — i)p?î, 

et tous les y® seront différents de zéro, si p est quelconque. 
La première équation (i48) deviendra 

ou encore 

dx ' a^cïj— 1 • ajBTji-'» ^ 

Les équations précédentes forment donc un système qu'on peut écrire 






P«?rt» 



et où toutes les quantités P ne seront pas nulles à la fois pour :r = o. 
Le système sera régulier si Ton a 

car alors on aura A ^ i . 

Je dis que ces conditions suffisantes sont nécessaires. Pour le démontrer, ad- 
mettons la proposition pour une équation de la forme (147) et d'ordre (n — i) et 
démontrons qu'elle est vraie pour une équation d'ordre /i. Comme elle est vraie 
pour /i = I, elle sera ainsi démontrée en général. 

Au n° 24 du Chapitre I nous avons montré que, pour ramener un système de 
la forme (1 48) à un système non seulement linéaire, mais encore de la même forme, 
on devait poser 

yn — y = uftdx\ 

Il élant une intégrale donnée de l'équation différentielle (i47)* Dans les condi- 
tions actuelles, nous supposerons Un régulier et de la forme x^^n{x) et, en nous 
reportant aux notations de ce n<*24, nous ramènerons le système (148) au système 
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également régulier 



■^ = tk-i (k= 2, 3, ...,/0, 



où l'on a 



Il l i dx x^\ J 



> 



P __ ' r ^^^ — i)...2.i d'^~^ u p\ n(n — i)...!î.2 d'^-^ii pn-\u'\ 

"~* ~~ «^ I i.2...(/i — ï) dx"-^ x^\ i.2...(/i — 2) dx'^-^ *"' jcr«>, J 

Il II 
Nous supposons que P<,p2î • • «jP/z-i peuvent se mettre sous les formes ~> -^> • • • 

— ^, où n<, lia, . . ., n„_i sont des fonctions holomorphes. 
On remarquera alors que Ton a 



Il = x''^{x)^ 
du do 



el, d'une manière générale, 






ce que Ton peut écrire 



el, par suite, 



X = * 
i d^ u V' ^ I d^'-^o 

u dx^ Zd '' o rfj:^-X 



>=o 



Chacun de ces produits est donc infini d'ordre infini d'ordre A" au plus. 



En conséquence, si des expressions de Pi, P2, . . . , P//_< on tire -^> —-^ •• • » 



Pn-\ 



— » on obtiendra des expressions, infinies d'ordres finis i, 2 



n — 1 res- 



pectivement comme P<, P2, . . ., P„_i eux-mêmes. On devra donc avoir t;t,=z 1, 
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Enfin, de la première équation (i48) on tirera 

' H-, . .H -— r T- ) 9 






x^n II \dx^ X dx^-^ x^-^ dxj 

et, en développant le calcul, on verra que l'on a aussi tïj„= n (*). 
On retrouve ainsi le beau théorème de M. Fuchs : 

Les équations différentielles linéaires et homogènes, d^ ordre n et à coef- 
ficients uniformes^ dont les intégrales n*ont qu^un nombre fini de points 
singuliers «i, «a» •••> ^p? ^i ^^ restent régulières dans les domaines de ces 
points, sont de la forme 

T/x'» "" W(,x) dx''-^'^ [^\^)Y ^/^" «"^'""^ \W\,x)Y' ^' 
où 

W {x) = {x — ai) (x — Ui) . , .{X — ap), 

et où les P(.^) désignent des polynômes en x de degrés marqués par les in- 
dices ou de degrés moindres. 

Cette belle conclusion de Pétude des systèmes réguliers montre que le seul cas 
général possédant un caractère de simplicité est celui du système (i'18) qui pro- 
vient de Féquation (147) diflerentielle d*ordre n. 

97. Ecrivons une équation régulière d'ordre n sous la forme 

rf« V Pi d"-^ y pn 

dx"^ X dxf^- 1 a:'* ^ 

Les exposants /• des solutions seront déterminés par Téquation 

D(/') = (/• — /n-i)(r — /n-2). ..r-h/?5(r — /i -l-2)...rH-...-i-y)S = o, 

qui est algébrique et de degré n en /*. 

Cette équation s'appelle, soit Véquation fondamentale déterminante, soit 
Véquation caractéristique de l'équation diflerentielle. 

Il est utile de connaître les principales propriétés de cette équation algébrique. 

D'abord, pour former l'équation D(/-) = o, on pourra procéder de la manière 
suivante. On posera y=zx'' dans le premier membre de l'équation différentielle, 
ce qui donnera l'expression 

x''-«[r(r — i )...(/•— /n- i) -H/>, /-(r — i)...(r— /i -+- 2)-+-.. .-I-/>,|J. 



(•) Voir la Thèse de M. Floqiiet. 



1 
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On divisera ce résultat par x^^ et l'on égalera à zéro le coefficient de la plus basse 
puissance de x. 

Voici d'autres propriétés : 

Si pn est identiquement nul, D(r) est divisible par r. Faisons celle division et 
changeons ensuite r en r+ i^ nous aurons Téquation caractéristique de l'équa- 
tion diOTérentielle d'ordre n — i , obtenue en prenant pour inconnue -^. Il n'y a 

qu'à vérifier l'exactitude du calcul proposé, ce qu'il est Facile de faire. 

Si l'on pose jK = •^'"•'3 dans l'équalion différentielle, l'équation caractéristique 
de l'équation en z aura pour racines celles de l'équation caractéristique primitive, 
diminuées de Vq, Elle se déduit donc de l'équation D(r) = o en changeant r en 

Si l'on pose y =:W{x)z^ ^\x) étant une fonction holomorphe différente de 
zéro pour x = o, l'équation caractéristique de l'équation en z est la même que 
celle de l'équation en y. En effet, on voit sans peine que l'équation en z étant de 
la forme 



d" z 



^^{Pl'^'^y):^,-^(Pr^'^t)'^-^^'^'^(Pn^'^n)z = 0^ 



son équation caractéristique a son premier membre décomposable en deux 
parties, la première provenant de l'expression 

et la seconde de l'expression 

a-''-" [/•(/• — i). ..(/• — n -f- i)-f- Pi r(r — I).. .(r—/i -h a) -+-. ..-H P/,]. 

Or, le plus haut exposant de x dans les dénominateurs de la première expres- 
sion étant supérieur au plus grand exposant de x dans la seconde, si l'on multiplie 
par x^~''y g étant le plus grand de tous les exposants, et si l'on fait ensuite a: = o, 
la seconde expression donnera un résultat nul, et l'on obtiendra, par conséquent, 
le même résultat qu'en opérant sur la première expression seule, c'est-à-dire sur 
celle qui correspond à l'équation caractéristique de l'équation en y. 

Ces diverses propriétés, rapprochées des théories que l'on a vues dans les Cha- 
pitres précédents, servent de base à la théorie des équations différentielles li- 
néaires et homogènes d'ordre /idans la plupart des Mémoires (* ) publiés sur celte 
question. Pour plus de détails, nous renverrons le lecteur à ces Travaux. 



(M FucHS, Journal de Crelle, l. 6G, p. lai et Tomes suivants. — Tannery, Thèse de Doctorat. — 
TiiOMÉ cl Frœbenius, Journal de Crelle, t. 66 et suivants. 
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Ajoutons enfin une remarque. II peut se présenter une circonstance curieuse 
dans le cas des systèmes réguliers. Si, en un point quelconque x = o, toutes les 
racines de Péquation caractéristique F(r) = o sont entières, positives et distinctes, 
elles ne formeront qu'un seul groupe. Si, en outre, les logarithmes disparaissent 
dans rintégration, les solutions n'offriront au point ^ = o aucune singularité, et 
ce point ne sera pas en réalité un point singulier. Il ne diflfère des autres points 
qu'en ce que le déterminant d'un système fondamental de solutions s'y annule. 
Ces points ont reçu, de M. Weierstrass, le nom de points à apparence singu- 
lière» 

98. Le théorème de M. Fuchs fournit une seconde méthode pour décider si 
un système quelconque est régulier. 
Posons 

et soit donné le système 

(i49) ^^'dx =^'»^»~*"---"^^'«^«* 

Il est à peu près évident que ce systrme sera régulier, si la valeur :; satisfait k 
une équation différentielle régulière d'ordre /?, quelles que soient les valeurs 
de X|, . .., Xfl. Nous allons préciser cette question. 

D'abord z satisfait à une équation différentielle. Car si la variable x fait le tour 
de l'origine, on a, avec les notations du Chapitre III, 

Zy= X| Y|y-|-. . .-+- A« Y«y, 

et, entre les anciennes et les nouvelles valeurs yij et Y/y des éléments d'un sys- 
tème fondamental de solutions, existent les relations 

Y/y = Cyi J^/i -h . . . H- Cj„yi,i, 

de sorte qu'on a 

Zy= Xi(Cy,J^tl-H...-hCy„^,„)H-...H-),„(Cy,^,MH-..--HCy,i7„„) 
OU 

Zy= Cyi(X, yi^^.,.-^ X„^„,) H-. . .-h Cy„(Xi J^|„H-. • .-h X„^„„), 

OU enfin 

Zy = Cyi Zi-\-. . .-+■ ^*ja^n* 

On reconnaît les équations caractéristiques d'une équation différentielle li- 
néaire et homogène d'ordre n. Pour des valeurs choisies de \ l'ordre n'est pas 
nécessairement/!; il faut, pour cela, en plus des conditions précédentes, que les n 
fonctions Si, . , *y Zn soient linéairement indépendantes. 
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Le contraire peul arriver. En effet, écrivons la relation 

à coeffîcients constants. On en conclura, en faisant 

la relation 

ou 

Xi( Ai^ii -»- . . .H- A„j/i„) -h. . . -4- X«( A,jK/n -H. . .-+- A„j^„« ) = o. 

Or, les parenthèses renferment les éléments d^une certaine solution du système 
différentiel. Donc, si Inéquation générale en z n'est pas d'ordre n^ il existe une 
solution 71, , . . . , Tj,i des équations en y^ entre les éléments de laquelle il existe 
une relation linéaire à coefficients constants de la forme 

X I 7)1 -H , . . -♦- X,,7),| = o. 

La réciproque est vraie. En effet, on a 

7)1 = Ai^/i -*-...-+- k„yin 
et, par suite, 

Xi(Aii7ii-+-.. .)-i-...4-X„(A,^„t-4-...) = o 

ou 

Ai(X,7n-t-...-f-Xrt7„,)H-...-i- A„(X,^,„-h...) = o. 

Donc les n fonctions 

ne sont pas linéairement indépendantes. 

Mais si les \ restent quelconques, l'ordre de Téquation en z est n. Car, pour 
que Téquation 

soit satisfaite pour toutes les valeurs de X<, . . . , X„, il faudrait que Ton eût 

Ai^/«-|-. . . -H Art J'//, = o (« = I, 2, ..., Ai), 

ce qui est impossible, si le système de solution y/y est fondamental. 
On formera Téquation d'ordre n en z de la manière suivante. 
Posons, en général, 
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et dérivons cette équation, Nous aurons 






-# 



— /a? ^ 






f • • 






) 



*P 



ar*(>+« 



(Af.J'. 



•••"'" A/;,^/|), 



ety en remplaçant -^ par sa valeur tirée des équations proposées, nous ob- 
tiendrons 



d^-^^yi __ I 



Ar+l 



A+1 



dx^ 



ffr = ïôETïTp wr V.+- • -H Ar-j'»). 



équations où Ton ^ 



A?/' 



dx 



- ^pxf>-i Afy + (A^* A}y-+-. . .-f- A*, AAy)» 



et les fonctions Aiy seront holomorphes, à condition que p soit un entier positif, et 
que les fonctions «17 de Téquation (149) qu'on peut écrire Pi.\j soient holomorphes. 
On aura alors successivement 



dxff 
d^z 






d^^ 
dx^ 



^*P:t-t = X|(Aftj^i-h...)-i-Xfl(AJt^i-f-...), 



a?*P 



dxfc 

d^ 
dx^' 



= (X, Af 1 -h. . .)j^i-f-. . .-h (X, Af;>H-. . .)7«» 



ce que nous écrirons simplement 

En faisant A* = i , 2, • • , , n dans cette équation, nous obtiendrons n équations 
du premier degré en^i, . . ., j^/i. Avec Féquation qui définit >s nous aurons n 4- i 
équations entre lesquelles nous pourrons éliminer yt^ . . ., yn» Le résultat ob- 
tenu est de la forme 



x'*? 



a?t«-î>p 



d^z 
dx^ 

d'^-^z 



P«i 



l> 

•^ un 



dx'^-^ 



■ «— 1,1 • • • ■ n— 1,/t 



X, 



x„ 



= o, 



S. 



ï? 
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OU, en développant, de la forme 

, - . d^z I A| d^-^z I Art-i dz i A 

^ ^ dx^ X? A dxf^-^ ar(«-i)p A dx a7«P A;, 

Si Ton a p = i, tous les rapports -^ devront être holomorphes, car Téquation 

en z devra être régulière comme le système proposé. 

Pour une valeur quelconque de p, les conditions seront, comme on l'a déjà vu 
directement, compliquées à cause de la présence indispensable des n indéter- 
minées )x) , . . . , X/i dans les déterminants A. 

Cependant, si les hypothèses 

^y =0» yV ij h 9^ o, 

faites pour toutes les valeurs de i successivement, conduisent à n équations dif- 
férentielles à'ordre n, chacune de ces équations, étant débarrassée d'arbitraires, 
sera d'une façon rapide reconnue régulière ou non, et cet examen suffira évi- 
demment pour formuler une conclusion sur l'équation générale en z, ou sur le 
système proposé lui-même. 

99. Le procédé qui permet de ramener un système régulier à la forme cano- 
nique consiste à faire une suite mélangée de substitutions des formes 

ou 

yi\^i-^ S^^'yjy (y = 1,2, ...,i — i,i-m, ..., w). 

Réciproquement^ si l'on fait, dans un système canonique général, une suite de 
substitutions arbitraires des formes précédentes, on formera un système régulier 
quelconque. 

Comme conclusion de ce Chapitre, nous dirons que tout système régulier peut 
être ramené à un système canonique. 
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CHAPITRE VI. 

DES SYSTÈMES A COEFFICIENTS PÉRIODIQUES 



100. Au moyen des principes exposés au Chapitre précédent, on peut recon- 
naître si les solutions d'un système d'équations linéaires et homogènes sont ré- 
gulières en chaque point. Si, de plus, les racines de Téquation caractéristique 
sont entières, et si les logarithmes disparaissent, les éléments des solutions seront 
uniformes. Nous supposerons dans le Chapitre VI que ces hypothèses soient 
réalisées dans tout le plan, et nous étudierons la classe très intéressante des équa- 
tions différentielles de la forme 

(A) -^ = anyi -h. . .-hairiXn. 

OÙ les coefficients a sont des fonctions uniformes admettant la période to, ei 
dont les solutions sont uniformes. 

Si Ton pose e " =zx\ le système A prendra la forme 

(A) ^ X =aj, 7, -+-... -+-a,«7«. 

Ce système linéaire pourra être étudié comme un système ordinaire, et, en 
rétablissant ensuite la variable indépendante a?, on aura mis en évidence le rôle 
de la période a>. 

Mais on peut employer un procédé direct de recherches, comme nous le mon- 
trerons dans ce Chapitre. 

101, Soient yij(j = 1,2, • . ., /i), ou fij{x)n solutions distinctes du système 
diiTérentiel (A). Quand la variable x va, par un chemin quelconque, du point x au 
point :r H- w, les fonctions uniformes fij{x) prennent les nouvelles valeurs 
fij{x -\~ io), tandis que les coefficients uniformes et périodiques a reprennent 
leurs valeurs primitives. En conséquence, les fij(x -\- w), fonctions toujours dis- 
tinctes, forment un second système fondamental de solutions dont on peut ex- 
primer les éléments en fonctions linéaires, homogènes, à coefficients constants des 
éléments du premier système fondamental //y (x). On aura donc des relations de 
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la forme 



fij{x H- w) = Cy, fix(x) -4-. . .-+- Cjnfin{0[^)j 



OÙ le déterminant des constantes C est différent de zéro. 

102. Les relations (i5i) sont caractéristiques dans le plan des systèmes 
d'équations linéaires et homogènes, à coefficients périodiques, et dont V inté- 
grale générale est uniforme. 

Soit, en effet, D le déterminant, supposé différent de zéro, de n^ fonctions 
yij (i^j = 1 , 2, 3, . . . , /i) d'une variable indépendante a:, uniformes dans tout le 
plan et n'ayant que Pinfini pour point singulier. 

Supposons que cette variable x décrive un chemin quelconque allant du points 
au point x + (a)« Si les n^ fonctions prennent des valeurs nouvelles liées aux 
anciennes par des relations linéaires et homogènes à coefficients constants telles 
que les relations (i5i), ces fonctions forment un système fondamental de solu- 
tions d'un système d'équations de la forme (A) dont les coefficients a sont pé- 
riodiques et n'ont d'autre point singulier que l'infini. 

Nous démontrerons cette proposition en formant un système d'équations tel 
que (A) auquel satisfassent les n^ solutions yij. Nous aurons, en général, les re- 
lations 

dyu _ 



■3F = ^'«-^'^ 



<^inynj 



(y = i> 2, . . ., w), 



et nous en tirerons 



Da/p = 



ru 



Yxn 



dyn 
dx 



dx 



y m 



y nn 



c'est-à-dire que nous pourrons calculer les coefficients a. 

Ces coefficients sont exprimés par le rapport de deux déterminants. Le déno-^ 
minateur du rapport est toujours D; le numérateur est le résultat obtenu en rem- 
plaçant dans D les éléments d'une colonne par les dérivées des fonctions y/y. Les 
éléments des deux déterminants prennent des valeurs nouvelles liées aux an- 
ciennes par des relations linéaires et homogènes à coefficients constants de la 
forme (i5i) quand la variable x décrit un chemin quelconque du point x au 
point a: +0). Les constantes sont les mêmes pour les éléments homologues des 
deux déterminants qui forment le rapport. Les deux termes du rapport sont donc 
multipliés par le même déterminant des constantes. Donc le rapport ne change 
pas, el, par suite, les coefficients a sont des fonctions périodiques. 
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Les coefBcients a, n'ayant évidemment pas d'autres points singuliers que ceux 
des fonctions j^iy elles-mêmes, n'ont d'autre point singulier que l'infini. 

Enfin, le déterminant D n'étant pas identiquement nul, les fonctions yij 
forment un système fondamental de solutions du système d'équations (A). 

103. Considérons maintenant deux systèmes fondamentaux de solutions du 
système d'équations (Â). Nous représenterons leurs valeurs par ^,7 et T,iy, et leurs 
nouvelles valeurs par Y/y et H/y quand la variable x a passé du point x au point 
^ 4- (o. Les déterminants L et A des constantes qui entrent dans les relations 

{ (2,y =1,2, ...,Ai) 

H/y = Ay 1^/1 -I- . . . -^ kjn r^in ) 

seront différents de zéro. 

Si l'on exprime les éléments T^/y en fonction des éléments j^/y, on aura les rela- 
tions à coefficients constants 

■*;/>= Cyi^/i -h. . .-4- Cjn^in* 
H/y = Cyi Y/1 -h ... -I- Cjn Y/„, 

d'où, en développant les deux expressions de H/y, 

H/y = ( Cyi /il -t- . . . -H Cjn ln\ )yu -^ ...-+- ( Cyi /i,» H- ... -H Cy« lnn)yin, 
H/y= (XyiCn-+-. . .-h Xy„Gnt)j^/l-t-- • • "+- (^yi Cm H- . . .-h y^Jn^nn)yini 

on aura 

Cyi/i/-t-. . »-h Cjn^ni^=' ^J\ C1/-+-. . .-+- Xy^Ci,/; 

on en conclut (n" 58) que les diviseurs élémentaires du déterminant 

l\x — e ... //Il 



R(6) = 



'\n • • • 'nn — ^ 



ne dépendent pas du choix du système fondamental de solutions qui sert à 
former ce déterminant. 

104. Posons, en général 

Y/y = Ijiyn H- . . . -+- Ijnyim 

les coefficients / étant indépendants de l'indice i. Nous venons de voir que le 
déterminant R(£) conserve les mêmes diviseurs élémentaires quand on change le 
système fondamental de solutions. On a vu, d'autre part (Chap. Il, n^ 53), qu'on 
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peut former a priori un déterminant ayant les mêmes diviseurs élémentaires que 
le précédent. Ce déterminant R'(€) est 



R'(£)= 



Si — 
I 



C" I '"■ i • ■ 



■ ■ 



• • • B • 



• • • • 



I El £ 



8,-6 



O 



• • 



I £s t . . 



• ■ • ■ ■ 



• • ■ • • ■ « 



• • • • 



I Ej — £ 



Il résulte de là qu'on peut faire une double substitution de la forme 



yij = ^Jiy'iX -+-•.•■+- ^Jny'in^ 



qui ramène à la fois la forme 

à la forme 
et la forme 
à la forme 



•^/i Y/i-h., .-f-a*/rtY 



in 



^JiY/i-l-...H-a:i;,Y;„, 



a?/i//i 



SPinXin 



^a y^ -^- ••'-*- ^Jrt7/« 



les y et les Y' étant les anciennes et les nouvelles valeurs d'éléments qui corres- 
pondent au déterminant R'(s)- 

Or, si l'on considère la forme de ce déterminant par rapport aux coefficients 
qu'on appelait / d'une manière générale, on voit qu'on a les relations impor- 
tantes 

Y/i =£1//!, 



Y// 1 = tfy'i, 1 , 



Y//' = ^îJ/'y' "^ J'i.y-i > 



1 



SYSTÈMES d'équations DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ET HOMOGÈNES. l3l 

On tire de là le théorème suivant : 

Soient (£< — e)<^i, ..., (sp — e)^? les diviseurs élémentaires du déterminant 
R(e), et il importe peu que les binômes Sj — e, ..., ep — e soient distincts 
ou non, on peut trousser un système fondamental de solutions dont les élé- 
ments se groupent diaprés les relations 

Y/i = thytu 
Y/i= thytt H-^/i, 



(e>i — tyii étant l'un quelconque des p diviseurs élémentaires de R (s). 

105. On peut arriver aux relations précédentes en partant d'un système fon- 
damental quelconque de solutions, et en substituant à ses éléments d'autres élé- 
ments qui leur soient liés par des relations linéaires et homogènes indépendantes 
et à coefficients constants convenablement choisis. 

Le choix de ces coefficients est déterminé par des procédés identiques à ceux 
qu'on a exposés au Chapitre III (n°* 68 et suivants) dans une question absolu- 
ment analogue. 

106. Posons 

les fonctions m satisfaisant aux relations 

n = ÊCï, 

lorsque dans ces fonctions x varie de x k x -}- iù. On dit dans ces conditions que 
chaque fonction uniforme xb(x) est périodique de seconde espèce à la période w 
et au multiplicateur s. Si e= i, on dit simplement que m(x) est périodique. 
On peut dire aussi que t?(^) est périodique de première espèce. 
Toute fonction uniforme satisfaisant à la relation 

n = enj, ou Tn{x -{- (i)) = zTn{x), 
peut être représentée par l'expression 

Ts{x) = e^^p(x)y 

où l'on a e z=ze''*^^ et où p{x) est une fonction périodique de première espèce. 
En effet, le produit e~^'Ts{x) est périodique de première espèce. 
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107. Pour chaque groupe de solulions satisfaisant aux relations 



on pourra poser 



(l52) 



Y//n = ej^//n-HJ^i,/n-l> 

ytm = Mx), 

•• 

•* * ' > 

absolument comme dans les n^' 80 et 81 du Chapitre IV, les différences A étant 
prises par rapport à l'accroissement w de x. Vérifions, en effet, que ces formules 
sont vraies. Nous aurons 

Y,„-x=e*-^«Ax./(arH-«o) 

= ^ym-k ■+■ ym-k-l- 

Mais, dans le calcul de l/(x)j il faut bien remarquer que Ton a 

/{x) = BT|(a?)-+-iFTïT2(-2?)-+-...= C'ipiix) -h X pt{x) -^ , . .]; 

de sorte que l'on a 

/{x-htii) = e''^ e'''[pi{x -^- ta) -h {x -h w)/?2(j:-+- eu) -+-. . .] 
ou 

f(X -t- w) = t[Wi(x) -h(x -\- 0))TSJt{x) 4-. . .], 

et, par suite, dans le calcul des A successifs de f{x)^ il faut changer x en x '\- to 
seulement en dehors des coefficients ^{x)^ ces coefficients étant considérés 
comme des constantes, et ensuite multiplier par e à chaque nouvel accroisse- 
ment A. 

On peut encore dire que chaque groupe de solutions peut être représenté par 
des expressions de la forme 

ytm = er-'o}^, 
i J 

yn = e'-'[?;, -H T<p?, -f-. . .-4- x"*--^o';\]. 
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les fonctioDs '^ des seconds membres étant périodiques de première espèce, et 
liées entre elles par des relations qu'on déduit facilement des équations (i52). 

108. On peut considérer les équations 

/ 4 X dyi 

(A) -~7 = a/1 J^i H- . . . H- «i/i j^/i 

à coefficients constants comme des équations à coefficients périodiques, de pé- 
riode arbitraire co. Considérons le groupe précédent de solutions, r y est arbitraire 
avec w. Mais, si l'on se donne co, r est déterminé par la relation e = e'"***. On re- 
trouve le résultat bien connu, c'esl-à-dire que les racines e de Yéquation fonda- 
mentale sont liées aux racines r de Yéquation caractéristique par la relation 
Ê = Ce'', G étant une constante. De plus, on trouve que les formes sont celles qui 
conviennent aux éléments des solutions du système (A). 

109. Considérons maintenant un système d'équations 

(A) -^ =a/iri-+-----+-«^/ir«» 

dont les coefficients a sont doublement périodiques, et dont l'intégrale générale 
est uniforme, avec le seul point x= co pour point singulier. 
Nous poserons, d'une manière générale, 

les fonctions t3{x) étant périodiques de seconde espèce, à la période o) et au même 
multiplicateur e, et 

les fonctions rs' étant périodiques de seconde espèce, à la période co', et au même 
multiplicateur e'. 

D'après les formules (i52) du n** 107, le système (A) admet un système fonda- 
mental de solutions dont chaque groupe est de la forme 

(,54) j^/,.-i=P,,(^), 

J 

riM = P».-i./(a?). 
Ce groupe appartient à un multiplicateur ç, racine d'une équation fondamentale 

R(£) = 0. 

s. ,8 
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D'ailleurs, d'après les théories générales du Chapitre IV, toute solution appar- 
tenant au même multiplicateur est une combinaison linéaire d'éléments caracté- 
risés par les relations (i54). Observons cependant qu'il peut y avoir plus d'un 
groupe de relations de cette nature. 

En d'autres termes, soit R(e) = o l'équation fondamentale aux multiplicateurs; 
El, £2, . . . , Ept les racines distinctes de cette équation. A l'une de ces racines e^ 
d'ordre de multiplicité |jla correspondront un ou plusieurs groupes de relations de 
la forme 

, > {k'= 1, 2, ...,V;l-), 

de manière que, v^ étant le nombre de ces groupes, le nombre total des relations 
soit |ji)fc. Toute solution appartenant au seul multiplicateur i^ est une combi- 
naison linéaire des |jia solutions précédentes. 

Ce théorème résulte de considérations identiques à celles qui terminent le 
Chapitre JV. 

Mais on peut le démontrer directement sous l'énoncé suivant : 

S^il existe une relation identique de la forme 

(i55) Cl A/i-h. . .-+- C(jLA|{i= o 

entre des solutions formant r ensemble A/i appartenant au multiplicateur ej, 
des solutions formant r ensemble A/a appartenant au multiplicateur £2, . . . , 
des solutions formant ^ensemble Ai^ appartenant au multiplicateur e^,; lesC 
étant d^ ailleurs des constantes, on a séparément 

A/i = o, Ai'j = o, ..., A/u.= o. 



En effet, donnons à x les valeurs successives j:H-a),:r+2a), ...,^ + jx — ico, 
et désignons par Fp;, Fjpj, . . . , FJjf les coefficients des plus hautes puissances de x 
dans les groupements A/j, . . ., A/^l, nous aurons 

Cl A,i(^ -h Xu) ) -H . . . -+- G|j.A/(jt(a7-+- Xui) = o (X = o, i, 2, . . ., |x — i). 

Si l'on élimine les C entre ces |ji équations et si l'on ordonne l'équation ob- 
tenue par rapport à x, on aura 

(i56) F/i-ha:FrtH-...-hiFiQF?j^=o, 

où les fonctions F sont périodiques de seconde espèce au multiplicateur ei £2 .«.e(x< 
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Cela résulte de la forme même de cette équation quand on l'écrit 



A/i(^) 
A/,(ir-f-a>) 






= o< 



A/|(a7-+-|x — j to) ... Ai^{x -h [i. — 10)) 

De plus, la relation (i56), dont le premier membre est considéré comme un 
polynôme en x^ doit être identique, sans quoi l'équation algébrique de degré rj 
en X aurait une infinité de racines. En effet, cette équation pourrait aussi s'écrire 

(êi £2 . . . E{ip'[F/i-f-(^ ■+- Xu))F,jH-. . ,-^{x -+- Xa))^FJ|^] = o, 

quelle que soit la valeur de X. Il faut donc que le coefficient Fjjj^ soit nul en parti- 
culier. Or, ce coefficient est 



m^) = 



*i 



^{A 



"1 



H- 



*^ Il ^ Il • • • "^ iji » 



c'est-à-dire que F]!jj^(a:) est un produit de facteurs dont aucun n'est nul par hypo- 
thèse. 

Donc, la relation (i55) ne peut exister que si l'on a C| = o, . . ., C|j.= o, ou 
encore, la relation ne peut résulter que des relations séparées 



A/1 = o, 



• • • » 



A/fi.= o. 



110. Le théorème précédent se traduit d'une manière remarquable par un 
rapprochement entre deux déterminants R(e), R(e'). 

Considérons, en effet, les groupes des solutions qui correspondent à la pé- 
riode (O et au multiplicateur s^ comme formant un groupe unique; appelons G ce 
groupe. Le nombre des solutions contenues dans G est |jiyt, c'est-à-dire le degré 
de multiplicité de la racine êa dans l'équation R(e) = o. 

Toute solution qui admet le seul multiplicateur sa se tire d'ailleurs de G par 
des combinaisons linéaires. 

Cela posé, soit <p/y(^) une solution quelconque contenue dans G, cp/y [x -\- to') 
sera aussi une solution puisque les coefficients du système différentiel proposé (A) 
admettent aussi la période lo'. On devra donc avoir 



<p/y ( 07 H- to' ) = L/i cp/i 4- . . . -f- L/jjLj (pijjn 



(y = 1,9., ..., fAA). 
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Ces relations étant absolument les mêmes que les relations (i5i) du n^ 101, on 
en déduit immédiatement les mêmes conséquences, à savoir celles du n° 104. 

On peut dwiser les relations (fij en groupes correspondant aux dwiseurs 
élémentaires du déterminant 



R(E') = 



L*ll — s ... Li\ 



(Afc 



Ljx^i ... L|i,jpn — s' 



de manière que, si (s^ — e)*^/* est un diviseur élémentaire de R(6'), on ait un 
groupe de solutions linéairement indépendantes qui satisfassent aux relations 

(157) ^i<7=^/iyia-^ y/.i-i (j = i,2, ...,«/»). 

Nous retiendrons de ce théorème qu'd: toute tacine distincte de Inéquation 
R(e) = o correspond au moins une solution satisfaisant à Inéquation Yi = £^yij 
e' étant une racine de R(£') = o, et nécessairement aussi une racine de R| (£')=o, 
c^est'à'dire dé V équation fondatnentale relative à la période tù'. 

En conséquence, puisque à toute racine e correspond au moins une racine e' et 
réciproquement, il faut que les deux équations R(e) = 0, R| (s') = o admet- 
tent le même nombre de racines distinctes et ces racines correspondent au 
nombre de groupements incompatibles entre eux qu'on peut faire avec les solu- 
tions, comme on l'a expliqué au numéro précédent. 

111. Maintenant que les déterminants R(e), R(€') ne se décomposent pas en 
diviseurs élémentaires parallèles, le fait est possible^ comme Ta prouvé M. Floquet 
[Sur les équations linéaires à coefficients doublement périodiques {Annales 
de V Ecole Normale supérieure, n** 29; 1884)]. Il existe cependant des rapports 
entre les deux décompositions en diviseurs élémentaires et la nature des solutions. 
Par exemple, si l'un des déterminants R(e) n'a que des diviseurs élémentaires 
simples, il en est de même de R(£') et le système proposé a tous les éléments de 
ses solutions de forme doublement périodique de seconde espèce (Floquet, 
/oc. cit,^ n° 6). Sans insister sur ces considérations, malgré l'intérêt qu'elles pré- 
sentent, nous signalerons les beaux résultats donnés dans un cas particulier par 
M. Picard (ybw/via/ û^e C relie, 1881). 

Considérons les trois équations 



dû 
dx 



= — A p -f- B ( V j 



y dv 

(i58) { -r = Ai/ — Cw> 

' ax 

\ dx 
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Remarquons en passant que ce système jouit de la singulière propriété de 
coïncider avec le système obtenu en changeant les signes de A, B, G et en permu- 
tant les coefficients symétriques par rapport à la diagonale principale du détermi- 
nant 

o —A b 

A o — C 
— B G o 

Nous reviendrons d'ailleurs sur ce point, et d'une manière plus générale, dans 
le Chapitre VIL 

Nous supposerons que A, B, C sont des fonctions doublement périodiques 
ordinaires de x aux périodes 2 A: et 2ik'. 

Admettons que les éléments du système (i58) soient des fonctions uniformes 
dans tout le plan, comme les coefficients des équations proposées. 

(a). Soient 

(1^9) I wi, i'î, w,, 

( Ut, Viy Wj 

trois solutions distinctes. On aura identiquement 

(160) U,nUn-h Vm^n-^ W^ «'/t = C;,,^,, (m, n = 1,2, 3), 

à cause des équations (i58) satisfaites par deux solutions quelconques, même 
confondues pour m = /i. Il y a six relations de la forme (160). 

Nous imaginons que chacune des solutions correspond à un multiplicateurs;;, 
pour la période 2k et à un multiplicateur e'^ pour la période 2ik'^ m prenant 
les valeurs successives i, a, 3^ 

1° Supposons que les constantes Cn, C229 C33 ne soient pas nulles toutes les 
trois, et soit Cn^o .Alors la fonction wj + (^J + tv, admettant les multiplicateurs 
ej et e'^ et n'étant pas nulle, on devra avoir ej = e,^ = i, puisque le changement 
de o; en x -i- 2k et en x -h 2ik' ne peut altérer Ch« Donc le système (i 58) admet 
au moins une solution doublement périodique, 

2^ Si l'on a (jH = C22 = C33 == o, les trois autres constantes ne peuvent être 
nulles à la fois. Car, si les six constantes étaient nulles, on tirerait des équations 
(160), pour une solution quelconque tJ, V, W, 

UÏ-+. V«-t-\V* = o, 

t;e qui est impossible puisque, pour une valeur donnée de x^ on peut imaginer 
arbitrairement les valeurs de U, V, Ww 
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Soit alors C|2<o. La fonction 

admettra les multiplicateurs ejCa et t\e^j et aura une valeur constante différente 
de zéro. On aura donc 

Mais le déterminant formé par le tableau (iSg), a pour valeur 

Q^So.xfix = une constante. 
D'ailleurs, il admet les multiplicateurs e^SaSs et e\z'.^B^. On a donc aussi 

11 résulte de ce qui précède que Ton a 

£3 = E3 = I , 

c'est-à-dire que le système (i58) admet encore au moins une solution double- 
ment périodique. 

(p). Nous rappelons que nous appelons fonction périodique de seconde 
espèce toute fonction qui admet les deux multiplicateurs £ et e' dont l'un au 
moins diffère de l'unité, et nous avons supposé, dans le cas (a), que le système 
(i58) admettait trois solutions de cette nature. Nous en avons conclu l'exis- 
tence d'une solution doublement périodique au sens ordinaire du mot. 

Nous supposerons maintenant que le système (1 58) n'admet que deux solutions 
£/i,ri,(P{ et «3,^3, W3 doublement périodiques de seconde espèce, et nous imagi- 
nerons une troisième solution Wa, ç'a, «>2 distincte des premières. Nous avons vu 
dans la théorie générale qu'on peut choisir cette solution de sorte que l'on ait 

Ui(a: -h 2^) = ZxUi -+- au\, 

i>%{x -+- ik) = El P2 -4- at^i, 

«fj(ar H- aX') = El f»', -h rtd'i, 

a étant une constante; on aura aussi et en même temps 

Wj(j7-+- lik') — Êj u^ •+- bu\, 

i>i{x -f- "iik') = e'j tV2-h bv\, 

Wi{x -+- oAh') = t\ wj-h bwx. 

Si l'une des constantes Cn ou C33, par exemple Cn n'est pas nulle, on a vu qu'il 
existe une solution doublement périodique. 

Le seul cas à discuter est celui où Ton a Cn = C33= o. Si Cn n'est pas nul, 
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on aura e* = e'j*=i, car l'expression ii| î/a -h Pj t^a H- (V^ «^2 se transforme, par 
le changement dexen^-h ik^ en t\{ux u^-^ ^'\ Ta -H w^iv^)- On aura donc e^= i 
et de même e'^^ = i . Donc il existe une solution doublement périodique. 

Si Cm, C38, Cj2 sont nulles à la fois, soit Caa^o. L'expression u\ -|- v\ -h n'i; 
devient, en changeant x en ^ -|- a A-, ^\{u\ -|- i^^ H- ^v\), d'où l'on tire encore les 
mêmes conclusions que dans les cas précédents. 

Si Ch, C33, C22^ Cj2 sont nulles à la fois, soit Cis ^o, on aura e, £3= i, et, si 
enfin C| 3 = o, on aura encore la relation e< 63 = 1 , car on a 

MîW3-t- ^'jt?3-+- Wt(V3= Cj3, 

et nécessairement €23^0, comme on l'a vu plus haut. 

Mais le tableau (iSg) est un déterminant constant qui donne les relations 

g} Ej = I et t'f e'3 = f , 
quand on change a: en a; -f- 2 A* ou en ^ + 2 ik'. Donc, à cause de l'une des relations 

6| = I, e| = I ou Ei£j= I, 

et de celles qu'on vient d'écrire, l'un des multiplicateurs Ei ou £3 sera égal à 1, 
l'autre e' étant égal à dz i . Dans le cas rfe e'= — i , on considérera la période 
^ik'. Donc, il y a une solution doublement périodique comme dans les cas pré- 
cédents. 

(y). Supposons enfin qu'il n'y ait qu'une solution Ui^iW^ doublement pério- 
dique de seconde espèce, deux autres solutions pouvant être choisies de manière 
à satisfaire aux relations 

Ui(x -+- 2 A) = S| Mj H- awi, 

Vi{x -h 2 A) = £| i'j -r- avi, 

Wi{x -+- aA') = £1 Wf-h awi, 

Ui{x -f- 2 A) = E| Ms H- bUi -+■ CUij 

V3(X -h 2 A) = Eji^s -h bVi H- CPi, 

^3(37 -4- ^A) = Êi (VsH- 6(^2-4- C«i. 

On verra, au moyen des équations (160), que l'on a toujours ej= i. D'ailleurs 
le déterminant (i48), qui est constant, permet de poser eJ = i : on aura donc 
fij = I . De même, e^ = i . îl y a donc encore dans le cas (y) une solution double- 
ment périodique. 

112. Pour déterminer les formes analytiques des éléments des solutions satis- 
faisant à la fois aux conditions (i54) du n® 109 et aux conditions (157) du n° 110, 
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nous rappellerons cl*abord quelques propositions de la théorie des fonctions 
elliptiques. 

On démontre Texistence d'une fonction B satisfaisant aux relations 

6(0? + w) =6(37), 



6(a?-ha)') = 0(a:)e *^ 



> 



De ces relations on déduit, en prenant les dérivées logarithmiques, 

6'(3rH-u)) _ b'(x) 
6(a?-Huj) "" 6(a?) * 

6(07 -t-u»') ~ 6(ar) "ïô ' 

de sorte que, si l'on pose Z(a:) = ôt — r> on si les relations 

Z{x •+- (o) = Z(a7). 
Z(a?H-a)') = Z(o:)-h(7, 

(I) ^ = ITZ Y — I . 

Au moyen de la fonction Z(a:) construisons les fonctions 

a(07)= — — =.Z(07) Cl w(a:) = — -— -z=. Z(;r)— ^ . 

Nous aurons les relations 

u{x -h (!}) = u{x)j u'{x -h oy) =u'(x) — {ù, 

u{x-{- (x)') = u(x) — to', u'(x -i- ta') = u'{x) 
et 

Il H- u'-\- X = Q. 

Nous allons montrer qu'on peut exprimer les éléments des solutions des systèmes 
à coefficients périodiques et à intégrales uniformes au moyen de ces fonctions 
u(x) et u'{x), 

113. Considérons l'expression 

l^«(i^) = t!To(a?)-+-...H-07'«Tn„,(x), 

de multiplicateur e par rapport à la période co, et admettant a>' comme seconde 
période avec le multiplicateur e'; nous aurons 

P(arH-a)')= e'P(t), 
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c'esl-à-dire 

= t' [mi{x) -{- xmi(x) -}- , , .-H x'^Wmi^)]' 

Identifions les deux membres par rapport aux diverses puissances de :r, nous 
aurons les m -\- i équations 

/ /x m — A: -M , , ,. 

H- ^^ ^w'«TïJ;n_A-i-î(^-H«o') -4-, . . 



(m--A--M)(/n — A:-H2)...(m — i)m , 

1 .2. . .A: 



Ces équations donnent 



= e'Tîj;„_A(a:) 



(A- = o, I, "2, . . ., m). 



I 



Wm{x-\-(ti')= e'Wm(^)t 



m 



TS,n-i (X ■+■ W') = t'{û'w„i{x) H- t'mm'-i(^)j 



/lA.N ; / . t\ / \t.^(^ — i)...(m — k-\-i) , ,. . 
(loi) { ny,„-A(ar -H (!)')= (— 0* —^^ ' , ^e (u'*TïT,„(ar) 

I • 2 * • • A 

m — Ar-i-i,, ,. , ,. 



De ces relations, nous déduisons les conséquences suivantes. 
Soit posé 



on a 



m„i-i(x -H o)') TSm-l{x) 



— mu} , 



Par suite, la fonction 



in,„(a?) 



— mu{x) 



est uniforme et périodique aux deux périodes (u et w'. 
Soit 7i (^) cette fonction doublement périodique. 
Posons 

Nous pourrons écrire 



Wm-i(^) = roio(a7)H ?îJoo(^)w(^)- 



s. 



»9 
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Nous allons montrer que l'on peut poser, en général, 

m„t-k(^) = «ïao(^)h ■ Wjt_i,o(a?)w(ar) 

(ib'2) { -^ -'m;t_j,o(ar)w*(a?)-i-. .. 

— T woo(^)w*(a7). 

I • 2 • • • /v 

Admettons que la loi soit vraie pour l'indice k — i, nous pourrons toujours 
écrire la relation (162) où mAo(^) est une fonction à déterminer. 

Cette fonction Wko{^) sera nécessairement uniforme, périodique de seconde 
espèce avec la période (u et le multiplicateur e; nous allons voir qu'elle admet 
encore comme les autres fonctions jsjq la période co' avec le multiplicateur e'. En 
effet, on a 

•4- 6 T TïToo(^Hw(^) — w'I*. 

D'ailleurs, l'une des relations (i5o) donne 

»s / ^i,^^{f^ — i)...(m — A:-f-i) , ,. , ^ 

I • «• • • A 

•4-6 WA:o(a?)H j Tîjjfcwi,o(a?)a(a7)-f-... • 

En égalant ces deux valeurs de Wm^k{^ + <«>')> ^^ * 

w*o(a? -h w') = e'nT*o(a?), 
ce qui démontre la proposition qu*on avait en vue. 
114. On déduit de ce qui précède que l'on a 

Pm(^) = nyo(ar)H-...-t-ar'«TïT,„(;r) 

= [romo(a?) -h arTïj;„_,,o(a?) -H. . .-*- a?'»tiToo(a?) 

— V~^ [w;n_i,o(a?) -H aarm«_,,o(j?)-H. . .-H mar"»-»TîJoo(ar)] 



-h '^ — ^ — ^— m(m — 1). . .a.injooC^). 
i.a.../n ^ ' wv / 

Chacune de ces parenthèses est une dérivée de la première d'entre elles, lors- 
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qu'on y considère les fonctions xsjq comme des constantes. On peut écrire, avec 
celle convention, 

Remplaçons x para; -h u{x) en dehors des tîjyo(^) dans n(^), nous aurons pré- 
cisément l'expression P^i^) que nous venons d'écrire. 
Mais X H- u(x) = — u'{x). On a donc 

ce que Ton peut écrire 

en posant 

et en particulier 

Donc, quand la forme Pm admet le multiplicateur e' pour une seconde pé- 
riode (o'y on peut poser 

(i63) P;,, = r.o{x) -h...-HTr,„(a7)a''«(ar), 

les fonctions n(x) étant doublement périodiques de seconde espèce et aux 
multiplicateurs e, e' avec les périodes co, co'. Les deux formes de P,» sont tou- 
jours du même degré en x el u'{x). Car les coefficients Wfn(x) et 7ï,«(j7) des 
termes du plus haut degré sont égaux au signe près. 

115. De même, l'expression P^ au multiplicateur e' avec la période w', admet- 
tant (o comme période de seconde espèce au multiplicateur £, peut se mettre 
sous la forme 

(i64) P',« = < (x) -H ir; (x) u(x) -+-, . .-f- T:'m'{^) w'"'(^), 

les fonctions ir' étant périodiques doubles de seconde espèce. 

116. Si une fonction F(x) peut se mettre sous les deux formes Pm{^) et 
Pq{x), on peut lui donner la forme (i63). De même, si elle admet les deux 
formes Po(^) et P'j^,{x)^ on peut lui donner la for m^ (i64)« 

Cet énoncé est le résumé des numéros précédents. 

117. Cherchons maintenant l'expression d'une fonction F(;r) capable des deux 
formes Pm{^) et P'j^,{x) où aucun des deux nombres m ou m' n'est nul. 
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Supposons que l'on puisse ramener la forme 

P/n(^) =Wo(ar)-+-...-*-a7'«?îj;„(57) 
à la forme 

Il faudra que l'on ait identiquement 

et par suite, en changeant x successivement en :r -f- w, a: + 2(i>, . • . , on aura les 

relations 

Wo(a?) -h . . . H- a?'« TîT;„(a?) = P',„/(ar), 

, eino(a?)-*-...-h (a; -f-w)''*8 T!j;„(a7) = P;;t,(a? -+-(!)), 
(i6a) V 



\ e'»TïTo(^) -4-. . .-4- (ar-H /nw)"»e'« ©/^(iF) = P'„t,(a;-h wo)) 

suffisantes pour déterminer xbo{x)^ • . ., t5;,t(^). On aura 

et il est facile de calculer les déterminants A. 

Dans le dénominateur commun A, on peut mettre en facteur 

m ( m -4- 1 ) 
£H-S+...-t-/7i = Ê 2 

et Tautre facteur devient le produit des différences mutuelles des m -|-i quantités 
^,07 + 0), . . . , a: -h m 0), c'est-à-dire est égal à 

u> * .i''*.2''*--*.. .(m — i)*wi. 
On a donc 

A = (e(o) « .i'».2'«-»...(/n — i)«/n*. 

Quand à l'un quelconque Ay des autres déterminants, on l'obtient en suppri- 

mant la (y -f- i)ième ligne et (â: -f- iy«"« colonne. On peut donc mettre e * 
en facteur et l'on a un second facteur qui est le produit des différences mutuelles 
des m quantités :c-t- Xw (où X:= o, i , 2, . . . , y — 'jy H- ij . . . , m) multiplié par 
la somme Sj^m-k de leurs produits m — A* à m — k. On a donc, après un calcul 
facile, 

m ( m -f-l ) m(m — 1 ) 

Ay=(— I)'«+*Ê S " 0) « l'«-1.2'»-î...(m--l)lG>,Sy,,„_A-, 



SYSTÈMES d'équations DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ET HOMOGÈNES. 14^ 

d'où l'on tire 

A ^ ^ (60))"» 1.2. ..m 

OÙ C4 est le nombre des combinaisons de m objets y à y. 
Par suite, on a 

"+■ 



^ (_ ,)/n-l C;S-« 6S;„_,,;n-;t P'm. (a? -+- m - I to) 
-f. (_ l)m CJI S;„,,„_;tPm/(a? -H //iw) 

(A: = o, 1,2, . . ., m). 
Si l'on pose d'une manière générale 

f{x H- mm) — Gj;-* e f{x -h /n— itu) -+-... -h (— i)"* e"» f{x) = 8L?' /(:r), 



on aura, en particulier. 



©/«(a?) = ; r Oui P/n'(^)* 

'^^ ^ (e(l>)'«I.2...m "' "» ^ '' 



On voit, par conséquent, que xsk{x) est une fonction linéaire homogène des 
quantités P^,j,(^), ..., P^,(a:H-m(o), dont les coefficients sont des polynômes enx 
tous de degré m — k. Or, ces quantités P' sont des expressions de même forme 
que P^,(a:), de même multiplicateur e' et de même degré m'. Donc tâta(^) est 
une expression de la forme P'^,(^) de même multiplicateur e' et d'un degré égal 
ou inférieur à m'-f- m — À'. 

Faisant successivement k-=m, m — i, •.., i, o, on aura pour rs^i^x)^ 
^m-\{oc)i . . ., xs^{x)^ TiJo(:r) des expressions de la forme V\„,{x) du même mul- 
tiplicateur e', mais de degrés respectivement égaux ou inférieurs à m', m'-hi, 
m' -\- m — I, /n'4- m. Les coefficients des termes du plus haut degré sont dans 

ces expressions 

G» 



'm >n* f 



(ea))"*i.2. . .m 
-G» 



'/M 



(i66) / (eti))'»i.a.. .m 



à^^m'{^)i 



52 w',„,(ar), 



( iWC 



•m 



(eto))"» Î.2. . .m 



et ne diffèrent mutuellement que par des facteurs constants. 

Donc^ si les deux formes Pm(^) et V^,{x) représentent une même fonction, 
chaque coefficient de l'une admet la forme de l'autre ainsi que son multiplica- 
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leur, mais avec un degré égal ou inférieur à la différence entre m 4- rn! et l'expo- 
sant de la puissance de x qui multiplie ce coefficient. 

Pourm'=o, on voit que xsm{x) est du degré zéro, c'est-à-dire, ce qu'on a 
déjà vu, que si l^m{^) admet la période <o' au multiplicateur e', le coefficient 
V5m{x) de la plus haute puissance de x est doublement périodique de seconde 
espèce comme Pm(x) lui-même. 

118. Soit maintenant F (a?) capable des deux formes P,„(^), P^,(^)î il faut 
que les coefficients ^j{x) de Pm(^) soient de la forme P'„^,{x) avec des degrés 
respectivement égaux, en général, à m', m!-\-i, m' -h m. On aura donc 

w,n-k{^) = Tïrio(ir)-*-. . .-+- a?"»'-»-* m'/g^m+ki^) (A: = o, i, 2, . . . , m), 

les fonctions xss' à deux indices étant entièrement analogues aux fonctions xs' à un 
seul indice dans P'^^*,(j?). Remarquons que Ton a, d'après la formule (166), 

Mais le second membre de l'équation (166) admet comme le premier membre 
la période co et le multiplicateur e. On a donc 

m,n-ki^) = H'a-oC^) -^ ^kx (a?) uix) -h. . .-4- ni,,,„,+A(^) «'»'-^*(^), 

où les fonctions II' sont doublement périodiques de seconde espèce aux multipli- 
cateurs £ et e'. 

Rappelons en même temps que l'on a 

La fonction considérée F(^), qui est égale à P7«(x), s*exprime de la manière 
suivante 

en désignant par Um'-k un polynôme en u{x) de degré m'-{- k, dont les coeffi- 
cients sont doublement périodiques de seconde espèce aux multiplicateurs e et e'. 

119. Si l'on dirige le calcul de manière que l'expression ¥'^,{x) soit suscep- 
tible de la forme P/7,(x) on obtiendra pour F(^) l'expression 

où U'm^ff désigne un polynôme en w'(^) de degré m + A*, dont les coefficients sont 
doublement périodiques de seconde espèce aux multiplicateurs e, e'. 

Nous nous proposons de mettre F(j?) sous une forme finale qui renferme à la 
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fois les deux formes Pto(^) et P'^,(x). Mais nous aurons besoin de quelques 
théorèmes préliminaires. 

120. Si le polynôme en u{x) 

dont les coefficients <j^' admettent la période w' au multiplicateur e', est nul 
identiquement, tous ses coefficients sont identiquement nuls. 

On a, en effet, 

^'^{x-h kta')'h ^[{x-^- kui')u{X'^ kti}')'\',..-{'^'^{X'h kti)') wP(ar + Arw') = o, 

ce qui s'écrit, en divisant par e* et quel que soit l'entier /r, 

4/'o(ar)H-4/'(a7)[a(a?)— A:co']-^...H-4;p[a(a7)— A:a)']P=o. 

Le polynôme en z 

a donc infinité de racines et, par suite, les coefficients à' sont identiquement 
nuls. 

De même : 

Si le polynôme en u\x) 

dont les coefficients admettent la période co avec le multiplicateur e, est 
identiquement nul, tous ses coefficients sont identiquement nuls. 

De ces deux théorèmes, on déduit que : 

* 

Si un polynôme aux variables u{x) et u\x)^ dont les coefficients admettent 
les périodes w et w' et les multiplicateurs e et s', est identiquement nul, tous 
ses coefficients sont identiquement nuls. 

En effet, ordonnons-le par rapport à u{x). Les coefficients de u{x) sont de 
la forme i/\ donc ils sont séparément nuls. Mais ce sont des polynômes en u\x) 
dont les coefficients sont de la forme ^{x). Donc les divers coefficients de ces 
polynômes sont identiquement nuls. 

Comme corollaire : 

Si deux polynômes aux deux variables u{x)y u' {x) dont les coefficients 
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admettent les périodes w et w' a\?ec les multiplicateurs e et e' sont identiques, 
tous leurs coefficients sont identiques chacun à chacun, 

121. Nous avons trouvé 

En dehors des U remplaçons :r par — [w(^)H- m'(^)î ce qui est possible, 
puisque l'on a par définition 

Nous aurons 

F(x) = Um'+m— [w(;r) -4- a'(ay)]U,;,'+/»-i-+-. . .H- (— i)''*[M(iP) -H a'(a?)]'»U,„'. 

C'est un polynôme aux deux variables u{x) et u'{x)k coefficienls doublement 
périodiques de seconde espèce, de degré m en u\x). Je dis qu'il est de degré m' 
par rapport à u{x). 

En elTet, on a aussi 

et cette expression doit être identique à la précédente. D'après les théorèmes 
du n** 120, il faut que F(j?) soit du degré /n' par rapport à u{x). 
En résumé : 

Si une fonction F{x) est capable des deux formes Pm{x) et P^^,(x), elle 
coïncide avec un polynôme aux deux variables u{x) et u'(x) à coefficients 
doublement périodiques aux périodes lo et <o' et aux multiplicateurs t et e'; 
elle est de degré m + m' en général, et est toujours de degré m en u'(x) et de 
degré m' en u{x)j et ne peut s^ exprimer ainsi que d^une seule manière, 

122. Nous avons vu que, dans tous les cas, le système (A) du n® 109 admet m 
solutions distinctes susceptibles chacune des deux formes P et P'. 

Il résulte de ce qui précède que les éléments de ces m solutions peuvent être 

mis sous la forme 

yik= R/a(", u\x), 

où R(^, M, u') désigne une expression de la nature de ¥{x) dans le numéro pré- 
cédent. 

123. Comme exemple d'intégration du système (A), nous rappellerons que 
M. Picard a intégré le système 

du __ V dv __ u w dw V 

ds " R ds ~~ R r ' ds " r* 
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où R et r désignent les deux rayons de courbure d'une courbe dont Tare est 5, 
et w, i', w représentent les neuf cosinus des angles que font avec les axes de 
coordonnées la tangente, la normale et la binormale de la courbe. M. Picard a in- 
tégré ce système de la forme du n° 111 dans le cas où Ton a 



K a \a/ 



I I 



a et i étant deux constantes, n un entier positif et Aux la troisième fonction 
elliptique. 

Nous renverrons, pour cet exemple, le lecteur au Mémoire de M. Picard, où il 
trouvera les détails nécessaires pour le calcul, et des explications sur l'origine de 
ces questions dans les profondes recherches de M. Hermite sur Téquation de 
Lamé 

où snx est la fonction elliptique ordinaire de module ^, n un entier positif et h 
une constante quelconque. 



S. 20 
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CHAPITRE VII. 

DES SYSTÈMES D'ORDRE QUELCONQUE ET THÉORÈMES COMPLÉMENTAIRES, 



124. Il est facile d'élablir qu'un système d'équations différentielles d'ordre 
quelconque peut être remplacé par un système d'équations du premier ordre. 
Soit, en effet, 



17 / dzi cPhZx dza ^/"^//N 

(167) P'(^^.^'3^' •••'div' •••'-"" "^"'•■•'rf5v;=" 



(/= I, 2, .... n) 



un système de n équations différentielles, d'ordres variés par rapport à des fonc- 
tions 5|, . . . , w,i d'une même variable indépendante .r. Ce système renferme au- 
tant d'équations que d'inconnues. Prenons pour inconnues auxiliaires les dérivées 
successives des variables -z^, . . ., ^„, nous aurons le nouveau système 

F/(a7,^,,5,, •••*^'i "> ^ ' • "y Zn, ..., -l(--*n— -^ j = o, 

(168) -; dx "^»' '"' dx "^^ ' 



dzi 
dx 


= 




dZn 







• • » 



• • » 



rfs'?»-*' 






dx 



renfermant A| + )^2-f-. . .+ )^/i équations du premier ordre, si l'on appelle A,, 
^2> • • •? \i respectivement les plus grandes valeurs des nombres Xyi, . . ., Xy,^ dans 
les équations (167). 

Il est évident que l'intégration du système (167) entraîne celle du système (168) 
et réciproquement. 

12o. On peut remplacer le système (167) par un système analogue au sys- 
tème (168), mais de forme plus symétrique. 

En effet, on suppose implicitement dans le système (167) et, par suite, dans le 
système (168), que les premiers membres des équations, c'est-à-dire les fondions F 
des diverses lettres x, 5i, 5',, .. ., sont indépendants entre eux. On pourra donc 

tirer de /i — i de ces équations n — 1 des dérivées -^ — (a = X,, . .., \,)^ et les 

porter dans l'une quelconque des autres; en d'autres termes, on pourra éliminer 
n — I dérivées dans chacune des n premières équations (168), et il faudra que le 



*■*■ ■■*s; 



J 
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nouveau système se présente sous la forme 

(•69) M ., n 

Chaque équation <I> renfermera une dérivée, sinon on pourrait, sans intégra- 
tion, faire disparaître, par des procédés de calcul ordinaire, Tune des variables 
de la question. Chacun des ^ renfermera une dérivée distincte, sans quoi on 
pourrait égaler les valeurs des dérivées égales tirées des deux équations ^ = o 
différentes, et Ton aurait une relation ^ r=z o sans dérivées. 

Dévelop|)ons le calcul. Soit 

(170) ^{x,Zi,z\, ..., 5i"', ...,Zn,z\^, ...,5<,^') =0 

une équation sans dérivées. On tirerait de là Tune des inconnues ^/^ et on pour- 
rait l'éliminer entre cette équation (170) et /i — i des n premières équations du 
système (169), de sorte qu'on ait 

• 

U / 1 ; y/ ^a:, ^ 1 , .• I , , . .^ z^ , . . . , « A , ^A-, Zf^ , *#/. > . • • î *»^ T -/i j . . . , **![" ) — o 

(i = I, 2, 3, . . ., /i — i). 



En outre Téquation 






dx 



— ^k 



pourrait être remplacée par Téqualion 

iLf-r z, z' z^r'^^ zV'-*-*' ' -' 9JL^ — 1 — n 

c'est-à-dire par l'équation (170) quand on y a remplacé zj^^ par sa valeur tirée de 
l'équation ci-dessus. 

Mais si l'on différentie l'équation (170), on a 



dx d 






On peut encore éliminer ^j^^' au moyen de la relation -*'^ — ^— z'p et l'on aura 
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(inalenienl le système 



^ 
♦/ 



o 



(i72) 



dzi 




t 


dx 




-^i, 


dzk 




• • > 


dx 




-*» 


dZn 




• • ; 

z' 



dx 



{i= 1,2, ..., AI — l), 

^ (|JL,-t) 



dx 



dx 



Jr- 1 ) 
'X: > 



dx 



= -3^ , 






dx 



dx 






qui renferme aj +. . .+ ([jl^ — i) -+-. . .4- [jl,^ équations à autant d'inconnues. 

Le système (172) est équivalent au système (169) puisque toutes les conditions 
fonctionnelles de ce dernier système sont satisfaites dans le système (172). 

En continuant ainsi, on peut être ramené à un système complètement algébrique. 
Nous écarterons ce cas. 

Donc, en général, tout système de n équations différentielles à n inconnues 
peut être ramené à un système de la forme dite de Jacobi, 



(173) 



f\{^yy\,yt^ .",ymj 



dx J 



= o 



( X = 1 , 2, . . . , m). 



126. En résolvant les équations (i63) par rapport aux dérivées qu'elles renfer- 
ment, on pourra mettre le système sous la forme 



^ =?>(^,7i) •••,7//i) 



( A = I, 2, 3, . . . j m). 



Le calcul est particulièrement intéressant dans le cas où le système (173) est 
algébrique, c'est-à-dire lorsque les fonctions F sont algébriques, entières et ra- 
tionnelles par rapport à toutes les lettres qu'elles renferment. 

Mettons les équations (1 78) sous la forme 



(î74) 



où Ton a 



^\' -^/\i i^yyi^ •••yy»i)^V * -^•••-+-/iv, {^,yiy "•.ym) = o, 



V,T-^ fm\{r,yu ...yy„t)\lT ^-H- • •-h///iv„(^, /i, •'.ym) = Oj 



^X_v^ 



dx'' 



_ Y'* 



Posons 



(175) 



/ = <7, Y,4-. . .H- a,„\f„y 
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les quantités a étant des indéterminées et formons l'équation 

(176) ('-^1) ...(«-^n) = o, 

où N = Vj V2 . . . V;i, représente le nombre des combinaisons des éléments des 
solutions des équations (174)' L'équation (176) est rationnelle par rapport aux 
coefficients des équations (174)? car son premier membre est une fonction symé- 
trique des racines de ces équations. On peut donc calculer les coefficients de 
l'équation (176) et la mettre sous la forme 

où les g sont des fonctions entières des lettres qu'ils renferment. 
Prenons maintenant d'autres constantes b et posons 

(178) w = *iY,-H...-+-6,„Y,„, 

ce qui donnera N fonctions «1, W2, . • ., m^. Il est évident que, quel que soit p entier 

et positif, l'expression t\u\ -h. . .-h t\u^ sera une fonction symétrique des racines 

des équations (174) €t s'exprimera rationnellement en x, y^^ ..,, ym- Posons 
alors 

Mi -f-...-4-WN = Wo(a;, 7,, ..., >',„), 

(>79) \ 

1 • 

W, t^-^->r. . .-4- Mn'n"' = «*>N-l(^' yu "y ym), 

et multiplions ces équations par des facteurs indéterminés \x_i, \n_27 • • •> ^m et/r»; 
nous aurons, après addition, 

à condition que û soit déterminé par la relation 

Déterminons maintenant les X, de sorte que l'on ait 

OU, ce qui revient au même, à condition que û(/) qui est du degré N — i en /, 
et dont on connaît les racines, devienne ; > c'est-à-dire 



ffot^-^ -+■ (^1 + ^o'a)^^-^ ~ . . .-f- (.^rx-i-h ^N_î^a-+-- . .-H ^o^a ')• 
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Alors, en tenant compte de l'équation de définition de û(/), nous aurons 

En outre, Téquation (180) deviendra 

l^uisque, d'une part, les)%, d'après les équations (181), sont des fonctions entières 
de /a a^^c des coefficients entiers en x^ yi, . . ., y,n et que, d'autre part, d'après 

Téquation = Û(/), on a 



on voit que w» prendra la forme 

où les S sont rationnels et où R'('a) ne dépend pas des constantes b renfermées 
dans «a. En outre, à cause de l'indétermination des constantes a, on peut sup- 
poser que R'(^a) n'est pas nul. 

Si l'on supposait R'(/oi) = o il y aurait deux racines égales dans l'équation (1-7) 
et, par suite, une relation algébrique entre x^ y^^ y2y ..., ymi ce que l'on ne 
suppose pas. 

Soit Y, a, .• ., Y„ia la combinaison des solutions des équations (174) qui corres- 
pond à /« et, avec des choix quelconques des constantes b, formons les ni équa- 
tions 

I ^iiYia -f-...-i- b„i\\fnaL ~ Su f^"~ -H. . .-+- Sm .*R'('a)* 

J • » 

\ ^i,/«-i lia •+■•'•"+■ ^/«,/«-i Y/«a= ^i,m-if'a, -^ •••-+- S>',,„_i :R'(/3i). 

Nous pouvons construire les formules 

Ypa= Atp^^-*-+-...H- ANp:lV(/a). 



OÙ les A sont des fonctions rationnelles de ^, ^'1, . • -, ym et R'(a) une fonction 
entière de degré N — 1 en tai avec des coefficients fonctions entières des mêmes 
lettres. 

Donc, les branches Yia, . . ., Y,„a des fonctions algébriques Y|, . . ,, Y,/i de jr, 
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y 19 ''-jym sont formées de fonctions rationnelles d'une seule fonction algé- 
brique ta et de ces grandeurs ^, ^4, . • ., ym» 

Les coefficients s'expriment rationnellement au moyen de ces quantités, et à 
chaque combinaison de branches correspond une valeur de t^ solution de l'équa- 
tion (177) et réciproquement. De plus, la forme des expressions obtenues est 
indépendante de l'indice a de l. 

127. Soit ffÇv, y\ , y^". • • • > y m) le plus petit dénominateur commun des fonc- 
tions A4P, . . ., Axp (p = 1 , 2, . . ., m), on aura 

K /TapCar, ^1. .. ., y,n) 

Aotp ; —} 

et goL^ et g seront des fonctions entières. On pourra donc écrire 

Yp. -^-^,^._ , 

et, si l'on pose gB.{l) = G{x, t^yt, . --lym): on aura, puisque g ne dépend pas 

de /, 

Yp __ ^p(^i ^a> yi^ • • -y y m) 

où Gp sera une fonction de x^ t^^^ j,, . . , jKm» du degré N — 1 en tg^. En revenant 

à la notation Y = -/^j nous aurons ce théorème : 

dx 

Le système différentiel 

fll^yyu '"^ymy "^j =0 ( X = I , Si, . . . , m ), 

d,\'\ 

du degré vx en -^, peut être remplacé par les v^, V2, . . ., V;,,= N systèmes sui- 
vantSy chacun équivalent au précédent 

(«84) ^X^ Gx (.:,.,,y„...,.r..) (a = i,.....,N), 

dx ô ij{x,ta,yu "'.ym) ' ■ 

àta 

OÙ G|, G2, . .., G;„ sont des fonctions entières et où ^a représente successive- 
ment chacune des N solutions de l'équation du N'*'"*= degré 

G(^i ^yy\y ...,^m) = 0. 

Les fonctions G,, . . ., G,„ sont du degré N — i en t^- La forme (184) est dite 
de Jacobi ou de M, ÏVeierstrass. 



l56 L. SAUVAGE. 

128. On peut décomposer G en facteurs irréductibles en /. Supposons que /« 
annule le facteur g{x^ t^y, . . ., j^m)> on aura 

G = ffxh(x,tyyi, ...,ym)y 
eA h ne sera pas nul pour / = /^t. On aura, par suite, 

ôG ^dg dh 



el pour t ^=^ t^ 

On en déduira la formule 



^ = A-^. 



dt 



a 



Soit n le degré en / de l'équation g = o et soient /qu 'p% •• •> V ^^^ solutions, 
on aura 

et le dénominateur !»era une fonction entière symétrique des racines. 11 s'exprimera 
rationnellement en Xj y^^ ..., ym- Le numérateur renfermera une fonction en- 
tière symétrique des racines de l'équation et ^ s'exprimera rationnellement 

en Xy y^^ . . ., ym* Le numérateur pourra même, au moyen de l'équation ^ = o, 
être abaissé au degré n — i en t^. On aura donc la formule 

D'où, comme conclusion générale, le théorème suivant : 

Décomposons le polynôme R(^) en facteurs irréductibles gi^ ^2, . .., gtj. 
Le système différentiel proposé pourra être remplacé par les systèmes équi- 
i'alents suivants, au nombre rf^ N = V| , Vj, . . ., v, 



'm 



(i8i) -^- ~^- (A:-i,9., ...,(T), 

0/V ^Aj gk\t •••? ^*m ^O'i^ rf^^ fonctions entières de leurs lettres et où t^^ est 
successivement remplacé par chacune des racines de chacune des équations 
irréductibles gj^^=z o. 
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Il est important de remarquer que la réduction pratique du système (174) a" 
système (184) est toujours possible, mais que le passage au système (i85) n'est 
pas toujours praticable, à cause de la décomposition effective du polynôme R(^) 
en ses facteurs irréductibles. On a donc seulement démontré l'équivalence des 
systèmes (174) et (i85). Nous ajouterons que, dans une équation irréductible telle 
que gfç=:o, on peut passer d'une solution t à toutes les autres, d'une manière 
continue en faisant décrire certains chemins fermés aux variables a: et y. Donc 
les systèmes (i85), qui correspondent aux diverses solutions d'une même équa- 
tion gk= o, peuvent être représentés par un seul d'entre eux et, par suite : 

Le système (174) peut être représenté par les o- systèmes différentiels 
(,86) ^rx __ gk\{x, t\, yi, ...yym) 

dx ôgk 

Oti 

OÙ t\ est une quelconque des solutions des o- équations algébriques 

gk=o {k = 1,2, ..., ci). 

La théorie que nous venons de faire est générale. Le cas particulier qui nous 
intéresse est celui où les équations finales (184) ou (186) ont leurs seconds mem- 
bres fonctions linéaires et homogènes de y^^ y^t • • ., ym' L'étude de ces équa- 
tions a été faite, dans tous les Chapitres précédents, sous la forme (A) du Cha- 
pitre L 

129. Puisque nous avons donné la théorie de la réduction à la forme canonique 
des systèmes algébriques, il ne nous semble pas inutile d'y joindre les premiers 
principes de V irréductibilité de ces systèmes. 

Soient 

(184) ^^ ^-=G>(:r,ï„...,j^,„) 

les équations d'un système algébrique où /< est une racine choisie de Téqualion 
G = o. 

Supposons qu'il existe une solution r^, . .., r^m dont v des éléments satisfassent 
à une relation algébrique telle que 

(187) /(ir.r^u ...,T^v) = o. 

Si, dans les équations (184), et avec les conditions G = o et 

('88) fi^yyu ...,^v) = o, 

on élimine y^y par exemple, on obtiendra un système différentiel à m — i équa- 
S. 21 
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lions qu^on pourra supposer ramené à la forme canonique 

d f^ix, Ui^Vi Vv 1, Vv-4^1 y.Vw) dy\ 



(189) 



dwi dx 

= STk^^y Xl, ...,^v-l,rvf-l» ..-i^m) (X = I,-2, ...,V — I,V-|-I, ..., /W), 



eloiî Wj esl une solution de l'équation ^(j?, «j^n •••? J^'wf) = o? elr^i, y^j, ..., r,v_i, 
■'Iv+iî • • •? *!^/Ft formera une solution de ce système (189). 

Réciproquement, si une partie des éléments d'une solutiomri,,?^.,» •••?"''./» de (184), 
soit 7^1, ...,T,v, forme une solution complète d^un système à v équations différentielles 

(190) -^ -^— = h^{x,Çt^riy .-.,rv) f{X = 1,9., 3, ...,v), 

où ^'i satisfait à l'équation A(x, i'ojKM •••î;Xv) = o, appelons /| el ^i les valeurs 
de ti et (^1 qui correspondent à la solution r^t, ..., r,;,,, on tirera des équa- 
tions (184) et (190) les relations 

I(^G(a7, /|, r,i, .. ., T^,„) / — N à h(x, v^r,^ tt^v) ^ / — \ 

dtx dvx 

(X = I, 2, 3, . . ., v). 

// y aura donc des relations algébriques entre les éléments de la solution 
f[\% " "t '^mj à Id condition que les équations (191) ne soient pas toutes identiques, 
c'est-à-dire que les v premières équations du système (i84) ne renferment que 
ys^ ..., ^vî alors elles formeraient elles-mêmes un système différentiel à v équa- 
tions. Ecartons ce dernier cas, et éliminons de l'une des équations (174)9 ^^ 
l'équation G = o et de l'une des relations 

^^ ■ — h%{^.vuyu ...,rm)= ^^a» 

la quantité j^,»; nous aurons un système difTérenliel à m — 1 équations, admet- 
tant la solution Tji, Tj^, .. ., 'r\ni-\ et dont la partie t,|, ..., Tjv forme encore une 
solution de (190). Opérons sur ce système à m — i équations comme on a fait 
pourle système précédent, nous obtiendrons un système à m — a équations, etc. 
et, finalement, nous aurons un système de v équations de la forme 

(192) -^ — -j^ = Ilx(^, Tj, ji, ..., j'v) (X = 1,', ...,v), 

où T| satisfait à la relation 

(193) H(3r, T,,^,, ...,7v) = o. 
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Ce système admettant la solution r^^, . . ., T|v, commune avec le système (i8o), 
on tirera de (igS) et (190) 

(»90 ~-hoL{x,Vur,u ...,'iv)= —Ha (2 = 1,2, ...,v), 

OÙ T| satisfait à la relation 

(195) U(x,Tur,x, ...,r,v) = o. 

Si les équations (igS) n^étaient pas identiques en r,,, . .. , r,v, on pourrait en- 
core diminuer d'une unité le nombre des équations du système(i92), et alors une 
partie T^i, ..., t^v de la solution 7; |, . . . , *rim du système (190) serait une solution 
d'un système à moins de v équations^ mais nous supposerons qu^ aucune partie 
de la solution 7|,, . . ., t,v de (190) ne forme une solution d*un système algé- 
brique à moins de v équations. En conséquence, les équations (195) seront 
identiques, et, par suite, toutes les solutions de (190) formeront des parties des 
solutions de (184), et il est évident que l'identité des équations (195) subsiste 

quand, au lieu de (^1, on y introduit une branche quelconque de la fonction im- 
plicite Vx définie par l'équation A(^, c'<, ^1, . . ., ^o») = o, et que r,,, ...,r,;„est 

remplacé par j'i, . . ., j^^- Il faudra supposer que v^ a suivi un chemin convenable 
pour arriver à Tune quelconque de ses branches. 
De là une définition de Tirréductibilité. 

Le système algébrique et différentiel de m équations est dit irréductible, 
quand aucune combinaison de moins de m éléments de chacune de ses solu- 
tions ne /orme une solution d'un système différentiel de moins de m équations. 
En d'autres termes, le système proposé ne fournit aucune solution à un sys- 
tème quelconque de moins de m équations, algébrique et de même forme. 

130. Revenons aux équations (184) du n** 127, et appelons degré du système 
le degré en / de l'équation algébrique 

G(.r, t, yxy . .-y y m) = o. 

Nous allons montrer qu'un système irréductible de m équations et de degré n 
ne peut avoir aucune solution commune avec un système de m équations, mais 
de degré inférieur à n. 

Mettons, en eflel, ce deuxième système sous la forme canonique 

/,^Av à ff{x,^.yx Xrn) df\ ^/^ A -t, -^ \ 

(196) ^(j ■ ^- =^.(^7 ^»ri' •••»>'m) 

(X = ï,2, . .., m), 
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OÙ h est une racioe de Féquation irréduclible de degré v <C /i, 

U97) ^(^, B, j^,, ...,7,«) = o, 

et supposons que le système (174) et les équations (196) et (197) déterminent 
une solution commune 7^1, . . . , r^m. On aurait 

(,98) Ga(ar, T,.r,|....,r,„0 ^ ^a(^, 9i, 7)t, . . . , t)„,) ^^^^^^^ ^^^ 

OGjXy II, r,i, . . ., T\m) à ff{x, B|, t^i, . . ., r^m) 

OÙ T| et 0| représentent les valeurs de t^ et8| qui correspondent à la solution 
^»n • • M ^TO- D'après ce qui précède, puisqu'il ne peut y avoir de relation algé- 
brique entre les éléments d'une solution d'un système irréductible, l'équation (188) 
ou encore l'équation 



ôG{x, tu yu "',ym) àff{x,(ii,yiy ....ym) 

doit être identique eny^j . . ., y„if et alors les deux systèmes d'é<jualions (i84) 
et (196) se confondent, puisque toutes les solutions leur sont communes. 
Mettons l'équation (197) sous la forme 

(199) 0";-+-u),(a:, ^1, ...,7,„)e^,~*-i-...-4-ti)v(a:,^,, ..., j^,«) = o, 

où les (o sont des fonctions rationnelles, et remarquons que la réduction d'un 
système différentiel à la forme canonique peut toujours être conduite de sorte 

que tij qui est une fonction rationnelle de x^ y^, . . ., ym^ -~^> •••> -^-^» soit 

encore, au moyen des équations (186) et (199), rendue fonction entière de 0| au 
degré n — i, et à coefficients rationnels en x^ y^^ '--') ym» Alors on pourra 
poser 

(200) ri = i2o(j?,7i, ..., j^//i)-»-iii(^,7i' •••,rm)Bi-^----^^v-iKri' — ,7m)or*- 

Alors, à cause de (189), ou encore en éliminant 9|, on aura une équation du 
degré ven ^<, et les coefficients seront rationnels en ^,yi, . . .,^/«. Mais l'équa- 
tion G = o étant irréductible, il est impossible de supposer que l'équation (187) 
définissant 9| soit d'un degré inférieur. 

Comme corollaire, l'équation = 0, irréductible en /j, x^ ^,, ..•, ^',„, est 
encore irréductible eu /j, t,i, ..., iriw. Car, s'il en était autrement, le système 
différentiel initial aurait une solution commune avec un système de degré 
moindre. 
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EniiD, il résulte de ce qui précède que, siFon considère un système irréductible 
qui a une solution commune avec un système du même nombre d'équations ou 
d*un nombre plus grand, toutes ses solutions forment chacune toute une solution 
ou une partie d'une solution du second système. 

131. La théorie générale d'intégration que nous avons exposée dans les 
Chapitres précédents n'ôte rien à l'importance de procédés particuliers d'inté- 
gration qui fournissent d'ailleurs de remarquables théorèmes. 

Nous donnerons, pour terminer ce travail, quelques exemples de ces théories 
particulières. 

Nous avons appelé solution du système 

(A) -^ = a/i>'i-f-...-ha/„y« (t = i,2, ...,n) 

un ensemble de fonctions y^^ y^^ ..., yn satisfaisant à ces équations. Nous 
appellerons, par opposition, intégrale du système (A) toute relation 

(201) f{x, ^1, . . . ,y«) = const., 

qui est identiquement satisfaite en vertu des équations (A), c'est-à-dire par une 
solution arbitraire de ces équations. 

Si l'on connaît un système fondamental de solutions j'/y, la solution générale 
des équations (A) est de la forme 

(202) 7/= G|j^|-,-H...-+-Crtj^/«, 

et l'on peut résoudre ces équations par rapport aux constantes arbitraires. On ob- 
tiendra ainsi n intégrales linéaires distinctes 

(203) 

OÙ les a sont des fonctions connues des solutions données j^/y. 

Réciproquement, si l'on connaît n intégrales distinctes, on obtiendra, en ré- 
solvant les équations (208), des équations de la forme 

(204) yi= C,A/i-i-...-+-C„A/;„ 

et, puisque les constantes sont indéterminées, on peut faire, par exemple, 
C2= o, .. ., C,i= o, et l'on voit que A^ sera une solution du système (A). On 
pourra donc mettre les équations (204) sous la forme (202). 

Posé au point de vue de la recherche des intégrales, le problème de l'intégra- 
lion du système (A) est donc différent de la théorie générale que nous avons ex- 
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posée. On comprend qu'il y ail une importance considérable à rechercher les 
formes les plus simples des intégrales. 

Supposons, par exemple, avec M. Darboux, que les coefficienls a des équa- 
tions (A) soient des /onctions rationnelles de x. Il pourra exister des intégrales 
non linéaires, algébriques et rationnelles, tandis que les intégrales linéaires 
peuvent être irrationnelles ou même transcendantes. Il y a donc intérêt à chercher 
ces intégrales de degré supérieur. Nous allons montrer comment M. Darboux 
parvient à résoudre ce problème, et en même temps indiquer les beaux théorèmes 
qui se rattachent à la question. 

Prenons d'abord un exemple. L'équation 

d'^Y , dy 

où a' est la dérivée de flr, admet les deux intégrales premières linéaires 

/11' 



. ^" 



(r-/-«g) = c., 






et elles peuvent être irrationnelles ou transcendantes, tandis que l'intégrale du 

second degré 

dy^ 

est algébrique et rationnelle quand a est rationnel. 

Considérons une intégrale rationnelle de degré quelconque 

(ao5) f{x,y\, "•'>yn) = c, 

elle doit satisfaire identiquement à l'équation aux dérivées partielles 

(iio6) o = ^ H- ~(fltiiri-+-----+-«i/»r/»)-»-"--^- ^ («/ii7i -+-•.• -^«/f «7/1 )• 

On voit ainsi que, si la fonction / n'est pas homogène, en la décomposant en 
parties homogènes en ^i, . . ., ynt chaque partie égalée séparément à une con- 
stante donnera une intégrale du système (A). En effet, soit 

on aura identiquement 
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Changeons j^ en Xj^, el nous aurons 

(■208) \ dx dx ' 

__ =X.. ^- , 

el aussi 

(209) ^l\LM^^\^,^A(auyx'\--^ 

et, X étant absolument arbitraire, il faut que l'on ait séparément 

^fi àfi , X ^// / 

(•210) ^ -i- ^(«it^t -+-... -h cifli^rt) -♦-•••-+- j^(««iJ^iH-.-.-H««/iJ^/i) = o. 

Nous pourrons donc supposer que, dans l'équation (2o5), f est homogène en 

Cela posé, soitj^/y un système fondamental de solutions et soit 

(211) ^/= Ci^/, -h...-4-C„^/« 

la solution générale. 

On peut supposer ces valeurs yi portées dans f{x^ y^, . . »^ y») et / devra 
rester constant après la substitution (211). 

Tout covariant F de /, multiplié par une puissance convenable (négative) du 
déterminant de la substitution (21 1), se transforme dans le covariant analogue 
formé avec la fonction ç(C|, C2, ..., C/i), où f (C|, Ca, ..., C„) est la fonction 
indépendante de X qui résulte delà substitution (211) faite dans y(x,j^i, .. '^yn)- 

Mais ce nouveau covariant étant exprimé au moyen des constantes C], . . ., C^ 
prises comme nouvelles variables, est indépendant de a:, c'est-à-dire est une con- 
stante par rapport à x. Donc enfin tout covariant de V intégrale /, multiplié 
par une puissance convenable d^ une fonction connue de x^ est également une 
intégrale. 

\jà proposition s'étend au cas où Ton a plusieurs intégrales, et où l'on considère 
un covariant quelconque du système de ces formes. 

En effet, soient 

fi(X, yx. ...,^n), 
I 

fki^iyii '",yn) 

k formes intégrales homogènes qui deviennent par la substitution (201) 
'f<(Ci, • • ., C/i), c^est-à-dire des constantes. 

Remplaçons les variables y^^ . . . , j^„ par les variables C|, . . ., C/i au moyen 
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de la substitution (21 1). Nous aurons d^abord 

/r(^î Cj^n-H. • •-♦- Cflj^irt, .. .) = <?/(Gi, Gt, . .., C^). 

Ensuite le covariant F de/i, /2J •••>/* est une expression F(/i, . . .,/a) qui 
se reproduit après la substitution (201), mais multipliée par une puissance 8" du 
déterminant de la substitution. 

On aura donc, par suite du changement de variables (211), 

Or S ne dépend que de x. On voit donc, en revenant aux anciennes variables, 

que 

F(/i»...,/a)x8-« 

est une constante, c'est-à-dire une intégrale. 

Ce beau théorème s^applique, avec des modifications convenables, aux contre- 
variants dey(a7,j^i, • • ., j^/i), comme nous allons le montrer. 

Introduisons pour cela le système auxiliaire 

(•212) -f-^ — CLuZi — aî/5i — . . . — a„/5rt (i = I, 2, . . ., /i). 

Le système (212) est dit réciproque du système (A). Soientj^,, j^2j • • • ^y'n et 
Z\^ ..., 5,1 deux solutions quelconques appartenant respectivement au système (A) 
et à son réciproque (212), on aura 

ri«i-+-J^*'=t-^----^7«'««=const. 

En effet, en dérivant, on trouve 

dVi dvn dzi dsn 

et, si Ton remplace les dérivées par leurs valeurs tirées de (A) et (2 12), on trouve 
une identité. 

Il résulte de là que, pour intégrer le système (A), on n'augmente pas la diffi- 
culté en considérant l'ensemble des systèmes (A) et (21a). On aura, en effet, à 
résoudre en plus un système algébrique de la forme 

pour connaître la solution générale de (212) quand on aura déjà un système 
fondamental de solutions de (A). 
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Or, si Ton pose 

H = ^^ g/A-^/^A- {i, k = I, 2, . . ., /i), 

l'ensemble des systèmes (A) et (202) revient à écrire le système canonique, 
dans le sens classique du mot, 

(2l3) 5^ = ^, ^^=_.?^. 

dx dzi ' dx dyi 

Alors, soient 

fîiyuyt, "',yn\'suZi, ...,^«) = C/ (« = 1,2, ..., ^) 

/: intégrales homogènes enj^j, . . . , j^„ et en 2,, . . ., ;:,|. 

Toute forme inK>ariante de ce système d^ intégrales, multipliée par une 
fonction connue de x^ est encore une intégrale du système canonique. 

En effet, la solution générale de (A) est 
(ai4) 7/ = Gij'/iH-. . .-h Cnytn, 

et les intégrales de (208) sont 

(2l5) yu^\'^'"-^yniZn='^i (t = I,2, ...,^), 

car les équations (204) et (206) donnent 

j,^,-4-...-h7/i'3/i= Cl Yi -+-... -H GftY/i= const. 

Alors, si dans les intégrales on remplace y^^ . . .^ yn^ z^^ , . , , Zn par leurs va- 
leurs tirées de (204) et (21 5), elles doivent se transformer en des fonctions 

(p/[Ci, ..., Crt I Yiï ..., Y«] (**= I, 2, . .., A:) 

indépendantes de x. Mais (214) et (21 5) sont des substitutions linéaires qui 
changent les variables y cl z dans les variables C et y- Donc toute forme inva- 
riante du système des intégrales f se réduira, quand on la multipliera par une 
puissance convenable du déterminant de la substitution (214)9 à la fonction analy- 
tique formée avec les fonctions ç/, c'est-à-dire à une fonction des constantes C 
et Y« Or, une telle fonction est encore une intégrale. 

Le déterminant de la substitution est égal, comme on l'a vu au Chapitre I, à 
^-rsia^dx^ Enfin, remarquons que le dernier théorème démontré comprend la fa- 
meuse proposition de Poisson dans la théorie des équations aux dérivées partielles. 

132. Donnons enfin, d'après M. Appell, les principes essentiels de la théorie des 
S. 22 
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fonctions invariantes des intégrales des systèmes quelconques de la forme (A) 



(A) 



dyi _ 



dx 



= «a^i-+-« . •-+- CUnyn- 



M. Appell donne, dans un sens très général, le nom de fonction invariante 
de np quantités X/^t à chaque fonction algébrique entière des variables qui se re- 
produit multipliée par une puissance de la substitution quand on fait sur les va- 
riables une substitution linéaire telle que 

Une pareille fonction peut être représentée par le Tableau 

Xii . . . X|^ 



ou par la notation I 



ji.\n • • • X/ip 
Xn . . . Xip 



k/ii . . * 



np 



ou par la notation simplifiée I(X/A),,p. 

M. Appell démontre les théorèmes généraux suivants : 

I. Si Ton a l'identité 

I(X/;t)„„=D''»I(Ya)«p, 

D étant le déterminant de la substitution ; la fonction invariante est homogène et 
de degré m par rapport aux variables d\ine même ligne. 
IL On a identiquement 

I(X/A: )/!/>— si p<n, 

III. Si /? = /i, une fonction invariante est, à un facteur près indépendant des 
variables X, une puissance du déterminant 

Xii . . . Xirt 



. • . • • 



A/ti ■ » . A. 



nn 



IV. Toute fonction invariante est une fonction entière et homogène de degré n 
des n{p — n) -{- i déterminants A, A/p, A/^,,^, (£ = i, 2, ..., n) où l'on a posé 
d'une manière générale (en supposant/? > n) 



^ik = 



11 



^nl 



Xi,/~t Xj^ Xi,/+i . . . Xi/i 



• • • X/i^/— 1 ^nk X/ij/H_t ... X 



nn 
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On pourrait appliquer ces théorèmes à l'étude des systèmes différentiels (A). 
Mais, comme le fait M. Appell lui-même, on peut faire de ces systèmes une 
étude directe et d'ailleurs très simple; nous allons le faire voir. 

Toute fonction algébrique entière F des éléments des solutions dUin sys- 
tème fondamental y ik des équations (A) 



dyt __ 



dx 



= cinyi 



atnyn 



et des dérivées de ces éléments, qui se reproduit multipliée par un facteur 
constant différent de zéro quand on remplace le système fondamental de so- 
lutions par un autre système fondamental, est égale à une fonction algé- 
brique entière des coefficients a et de leurs dérivées multipliée par une puis- 
sance de V expression e-'^f^ii+'*-+<»««)<'-^. 

D'abord F doit se reproduire à un facteur constant près quand on permute 
entre elles les solutions yik* En effet, on peut remplacer les deux solutions yi^ 
^^ yi2 par les deux solutions «i^/i + 6<j^/2 et «aJKn + ^2^12? pourvu que le dé- 
terminant at éa — bia2 soit différent de zéro. On prendra a, = o, ^2=0, ^2=1, 
bi = I et l'on aura permuté les deux solutions j^/i et^i2. Alors, les deux fonctions 
entières F(yii^yi2y • • • ,yi«), F(jKi2, yn, . . . , yin) ne différantque par un fac- 
teur constant, il faut qu'on trouve dans chacune la solution yii avec les dérivées 
de ses éléments jusqu'à un même ordre de dérivation. 

Donc, F contient les dérivées des éléments des solutions yik jusqu^à un 
ordre de dérivation indépendant de l'indice k. 

F est une fonction invariante des quantités formant le Tableau 



y\i, 

dyu 
dx 



dPy_ 
dxP 



11 



ynu 

• • • » 

dPynx 
dxP 



y\n, 

dyin 

dx 



dxP ' 



ynm 
■ . . ) 

dxP 



et au nombre de n^{p-\-\). En effet, supposons qu'on passe du système fonda- 



i68 



L. SAUVAGE. 



mental de solulions^/A à un au Ire système fondamental quelconque 



11 faudra que Ton ait identiquement 



*^ ( .^n» • • •» ytni • • • » 



dxP 



' 9 



dxi* 



) = H F( Y|i, . . ., Y|«, ..., 



dxP 



dP\n. 






rfj:/» 



) 



H étant une fonction des seuls coefficicnls C de la substitution. D'ailleurs ce fac- 
teur H est différent de zéro tant que le nouveau système Yivt est fondamental, - 
c'esl-à-dire tant que le déterminant des constantes C est différent de zéro. Donc H 
ne peut différer que par un facteur numérique k d'une puissance de D et Ton a 

On peut supposer Yj=j^i, ..., Y„ =y„ pour calculer A', et le calcul donne 
immédiatement A' = i . 

La fonction F se reproduit donc multipliée par D'" quand on fait sur les va- 
riables yik la substitution indiquée. Donc F est une fonction invariante des 
n^{p 4- ï) quantités du Tableau ci-dessus. Or, en vertu des équations proposées 
(A) et des équations dérivées qui ont même forme que les équations (A) elles- 
mêmes, on peut éliminer dans F toutes les dérivées^ et alors F étant une fonc- 
tion algébrique des seuls éléments du déterminant 

et ne s'annulant qu'avec lui, est précisément une puissance de ce déterminant, 
multipliée par un facteur qui ne peut être que zéro ou une fonction algébrique 
entière des coefficients de Téquation différentielle et de leurs dérivées. Ce ré- 
sultat est conforme aux théorèmes généraux. 

Pour les systèmes de la forme (A), le nombre des applications semble restreint. 
Mais, pour le cas particulier d'une équation linéaire d'ordre /i, on peut tirer de 
là les théories de l'élimination et de la transformation des équations différen- 
tielles, comme en Algèbre pour les équations de degré n. Nous renverrons pour 
ces questions au Mémoire de M. Appell. 
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NOTE SUR LES DÉTERMINANTS. 



133. Considérons un déterminant quelconque P dont les éléments sont repré- 
sentés par la notation an. Nous aurons les relations 



(0 



(■^) 



(3) 



(4) 



ûfi5 



dau 
dP 



^^» da-, "*■ 



j dP 



àals 



d«P 



a 



fis 



a 



àP_ 

àans 

dP 



rn 



da 



= p, 



= p, 



rn 



a 



nr 



= O, 



dP dP 

dans 

dp _ 



da 



sn 



= o, 



dars àar's 



= 0, 



d^P 



da,.s dars' 



= 0, 



d^P 



d^P 



dars dar's' 



dars' àar's 



Le déterminant 



d^P 



, — de Tordre n — 2 se déduit, au signe près, du déter- 

darsdar's' o r ? 

minant P en eflTaçant dans ce dernier deux lignes, la r'^'"* cl la /•''^»"« et deux 



da 



colonnes, la 5*^"*^ et la s'^"^^^. Mais on peut aussi considérer les expressions 

comme des déterminants principaux, et Ton obtient les formules suivantes, ana- 
logues aux formules (1), 



C^) 



«ji 



as\ 



d^P 



dari dasi 

d^P 
dOrt dasi 



asn 



d^P 



dP 



a 



sn 



darx àasa 

<?«p 

dart dasn 



da 



r\ 



dP 
dart 



d^P d^P 

darnàasi '' damàa 



dP 



sn 



da 



rn 



Portons ces valeurs dans la seconde relation (i)et tenons compte des équations 
(3) et (4)î nous aurons 



(6) 



P = 



ar\ Clsx 
art <^st 



d^p 



dar\ das2 



«r,/i— I <^s,n-l 
^rn <^sn 



d^P 

dar,n-\ dasn 
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OU encore 



(7) p=22; 



II 






d^V 



dUru àUsx 



L'équation (7) correspond à la règle de Laplace quand on développe le déter- 
minant P par rapport aux éléments de deux colonnes à la fois. 

134. Il est facile de démontrer cette règle en général. On peut d'abord faire 
des calculs analogues aux précédents, mais on peut aussi faire une démonstra- 
tion générale comme nous allons l'indiquer. 

Rappelons d'abord que, pour former les permutations des nombres a«, . . . , a„ 
donnés, on peut considérer d'abord p désignées de ces lettres a,, . > . ^ oLp par 
exemple, et permuter d'abord ces lettres. Puis, considérant les n — p autres 
lettres, on les permutera. On obtiendra ainsi rspXSn^p permutations, xsfç étant en 
général le nombre des permutations de k lettres. En appelant CJ le nombre des 
combinaisons de n objets p k py on aura CJ manières de faire l'opération précé- 
dente; on aura donc 

parce que toutes les permutations de n lettres ont été comptées ainsi chacune 
une fois et une fois seulement comme il est facile de s'en assurer. 

Toutes les permutations dUin même groupe sont caractérisées parce fait que 
les p premières lettres sont les mêmes. 

Cela posé, considérons un déterminant dont un terme quelconque ait la forme 

ewia.aja, . • . «/»a„ (s=±:r), 

a,, aa, . . . , a^ étant une permutation des seconds indices, et e donnant le signe 
correspondant à cette permutation. Dans tous les termes, on peut supposer que 
les p premiers seconds indices sont toujours aj, , , . ^ cup rangés dans un ordre 
quelconque. Donc, pour obtenir tous les termes, on pourra les déduire de la 
permutation 

en permutant d'abord les premiers indices, puis les n — p derniers. On ob- 
tiendra ainsi successivement les termes 



ou 



^ I ^^lai • • • ^poif I ûtp4-i,a/?-»-i . . . «/i,a„> 
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et ensuite les termes 

s ^^lûti . . . a/>,ap X^/>-«-<i«i>-n • • • ^««nj> 

le signe e résultant toujours de la permutalion a» . . . a^ | oLp^i . . . a,,, considérée 
comme résultant maintenant des deux permutations ai ... a^ et a^^i . . . 7.^, 

La conclusion à tirer de là est la règle de Laplace, qui consiste à prendre, par 
exemple,/? lignes, à en tirer tous les déterminants possibles à p^ éléments, et à 
multiplier ces déterminants partiels par les déterminants complémentaires, c'est- 
à-dire par ceux qu'on obtient en eOaçant, dans le déterminant principal, les 
lignes et les colonnes qui ont déjà servi. Les signes doivent concorder dans le dé- 
veloppement ordinaire du déterminant principal, et dans le développement par 
la règle de Laplace. 

135. Dans les formules (i) et (2), chaque dérivée partielle ^ — est, au signe près, 

le déterminant qu'on obtient en supprimant la ligne r et la colonne s dans le dé- 
terminant principal P. En général, on appelle mineurs d^ordre m les détermi- 
nants qu'on obtient en supprimant m lignes et m colonnes quelconques dans le 
déterminant principal. Soit 

._. /i(/i — i) . . .(/i — m-ï-i) 
(o) c= 

le nombre des combinaisons de n objets m k m. Écrivons ces combinaisons les 
unes à la suite des autres dans un ordre choisi, et numérotons-les de sorte que 
les numéros 1,2, ..., c caractérisent les diverses combinaisons. Soient y et S 
deux quelconques de ces numéros. Si dans le déterminant P on supprime tous 
les éléments qui ont leur premier indice dans la combinaison y, et leur second 
indice dans la combinaison 8, les éléments restants formeront un mineur quel- 
conque d'ordre m. Nous le représenterons par la notation PyS\ Le nombre de 
ces mineurs est évidemment égal à c^, et avec eux on peut former le déterminant 



(9) ^\r' = 



Pi^î ... Pï 



m) 



c 



pim) p{m) 

* Cl • • • * ce 



On a pour les mineurs du premier ordre les plus simples combinaisons. Par 
exemple, là notation P^^^ indiquera qu'on a supprimé la ligne r et la colonne s. 
Le déterminant S\y est dit alors le déterminant adjoint du déterminant P, 

Si, dans le déterminant P, on supprime les lignes et les colonnes qui servent à 
former Py?\ il restera un déterminant d'ordre n — m qu'on peut représenter par 
le symbole 
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et qu'on appelle complémentaire par rapport au mineur Pyô^ De même, le dé- 
terminant S[,""'"^ formé avec les P!^'y^^ est dît complémentaire du déterminant 
S^'''\ En particulier, les mineurs complémentaires des PJ.^ sont les éléments eux- 
mêmes du déterminant P. 

Choisissons les seconds indices dans la combinaison ô formée de m lettres, 
alors la règle de Laplace aura pour traduction algébrique la formule 



(10) 



10 —1,-0 îo — î,— 



p(m) p(/i-m) 



Si, dans cette formule, on remplace 5 par S', on introduira nécessairement des 
lettres qui appartiennent à la combinaison complémentaire — 3. Alors le déter- 
minant P pourra être remplacé par un autre déterminant où des colonnes seraient 
identiques. La formule (10) entraîne donc la formule 



(îi) 



n pe») P'.n-m) 



p(m) p(rt-m) 



136. Comme applications des formules (10) et (11), formons d^es produits de 
déterminants où les indices {m) et (/i — m) seront supprimés pour la commodité 
de récriture. Nous aurons, comme première application, la formule 



1^ 



le 



• ■> !■! ••• 



IV. 



ce 



X 



P-..-1 
P-.,-. 



P-.,-. 
P-..-. 



P-l— j ... P— 1,— c 
P— s,— 5 ••• » — c,— 2 



O 



O 



O 



P O 
O P 



Pi, 
Pî, 



Pic 
Pî. 



. .• •*• ... 



O o 



o o 



ss 



se 



>•• ••• ••• ■•• 



es 



ce 



En particulier, pour m = n — i et 5 = /i — 2, on a, en changeant les indices 
n — I et n en i et 2, 



= P 



dîP 



Oa\x Oa^ 0ai2 àa2i (^an àa^ 



et, d'une manière semblable mais générale, 



(12} 



dP àP 



dP dP 



àUfs dUp's' àUrs' ^^r's 



= P 



Ô^P 



dUrs OUr's' 



137. Comme seconde application on a, de la même manière, la formule 



<i3) 

d'où, en particulier, 



^im)^ln-m)^ pc^ 



( 



i4) 



SU) = p/,-1. 
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Cette dernière formule donne la valeur du déterminant adjoint en fonction de 
celle du déterminant proposé. 



138. Arrivons à la formule de Gauchy, 



(i5) 



Kt = ptr^Qir* 



^^c Vue • 



Commençons par définir le produit R des deux déterminants P et Q du même 
ordre. On aura, par définition, 



(16) 



'*|1V = /'jJLl ^Vl 



P[LnÇyn. 



en appelant/}, q, r les termes des trois déterminants; on peut écrire simplement 



(î7) 



Tjiv = S'^ip^u qyi)y 



le signe de sommation S étant relatif aux seconds indices i. On aura, par suite, 



(18) 



R = 



^"(PiiÇii) S'»(/?,iy,i) ... S^ipuÇni) 



^""(Pniqii) S«(/>„ig'«l) ... ^'^(Pniqni) 



Supposons que dans R on échange deux lignes, par exemple les deux premières, 
On aura Téchange entre les deux éléments 

S'»(/>ii5',i) et S'*{p2iqii), 

Rien n^est donc changé dans le déterminant Q. Au contraire, dans P, la suite 



est remplacée par 



Plli Pltj • . •» Pin 



Ptii Pttj ..•> Ptny 



et inversement. On a donc échangé au fond les deux premières lignes de P. 

D'une manière générale, on peut dire que, si Ton échange les lignes d'indice i 
et j dans l'un des deux déterminants P et R, le même échange doit être fait dans 
l'autre déterminant pour que la loi 

R = PQ 

subsiste. Si, au lieu des lignes, on considère les colonnes, alors R et Q seront 
associés dans l'ordre de ces colonnes. 

Cela posé, considérons un mineur quelconque Ry?^ de R. Amenons les lignes 
et les colonnes qui correspondent aux combinaisons y ^t S dans les premiers 

S. 23 
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rangs. La même opération devra être faite sur les lignes de P et les colonnes de 

Q et l'on aura toujours 

R = PQ. 

Il suffira donc de démontrer la formule de Cauchy dans le cas particulier repré- 
senté par la formule suivante : 

(19) ^\V = Pir Q^i'î' ^-. • .-^ Pi'2^QV?'- 

Considérons un terme quelconque de R|'7^« H est dérivé du terme principal 

par des permutations effectuées sur les seconds indices. Il sera donc de la forme 
OU encore de la forme 

Son développement renfermera donc toutes les combinaisons 

où Pi . . . pTO, Y* • • 'Y"* ^^"^ ^^^ combinaisons quelconques de m des indices 1, 
^ • • • • . fi • 

Cela posé, R^,'"^ est un déterminant, c'est-à-dire une fonction qui change de 
signe quand on change la parité de l'une des suites des indices de ses termes. Il 
faut donc que toutes les combinaisons A soient précédées d'un signe conforme à 
la loi de leurs indices. Mais alors, en raisonnant comme pour la règle de Laplace, 
on pourra démontrer la formule 

OU encore, en revenant aux notations adoptées, 

D(/w) _ p(m)(-)(/n) _, _, p(//i}0('") 

139. Il nous reste à démontrer que le déterminant SJf*' est une puissance de 
P. M. Francke l'a démontré d'abord par une méthode directe. Ensuite, M. Bor- 
chardt, dans une Note ajoutée au Mémoire de M. Francke, a obtenu d'une ma- 
nière presque immédiate ce théorème important en s'appuyant sur la remarque 
suivante facile à démontrer : l'expression entière et rationnelle 

( Al j?t H- A,a7i-i-. . .-h A„a?rt)* 
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n'a pour diviseurs enliers et rationnels que des expressions de la forme 

X(Ajar,-h...-f- A„ar„)l* (j/ = o, 1, 2, . . ., X:); 

or c'est le cas du déterminant P*, où Ton peut appeler X|, . . ., X/, les éléments 
d'une même ligne ou d'une même colonne. 
Cela posé, la relation 

établie par Cauchy, montre que SJ,'"' est un diviseur de P^ et, de plus, un diviseur 
entier et rationnel. II faut donc que l'on ait 

On trouve facilement l'exposant [j. et la constante X=: i, en cherchant d'une 
part la dimension de S^.*"' par rapport à une lettre quelconque du déterminant P, 
et, d'autre part, en supposant P réduit à sa diagonale principale. 



'•••i 
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NOTE SUR U RÈGLE DE LAGRANGE. 



140. Soit la fraction rationnelle 



A^) 



A, 



A, 



(ar — o)''<p(a?) {x — a)" {x — a)"-' 

OÙ <p(ar) n'est plus divisible par x — a. 
Posons X = a-h h, nous aurons 



A„ 



X — a 



V{x), 



4^^=A.^-A.A 



. H- Art A«-«-i- A« V(a -I- A). 



D'un autre côlé, nous aurons 

/(a -h h) 



= [AtH-A,A-4-...-l-A„/i«-«-4-/i«T(a-l- h)] 



(x — a — h)h'^Q{a -{- h) 

A" La? — a (a? — a)' (a: — a)'» ^^ J 



Le coefficient de r> dans ce développement, est 



A, 



A, 



{x — a)^ {x — a)'» 



-1 



A« 



X — a 



/(^) 



c'est-à-dire la partie du développement de „ / \ ^ ^^^ correspond à la ra 



cme a. 
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